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SOBRE EL ALGEBRA DE LA LOGICA

Parte I. Silogistica®

1. Derivacion de la logica

- Para lograr una clara comprension del origen de los diferen-
tes signos empleados en el algebra de la 16gica asi como de la
razon de ser de las formulas mas importantes, debemos empezar
por considerar el modo en que surge la propia logica.

El pensamiento, en tanto que actividad mental, esta induda-
blemente sujeto a las leyes generales de la accion nerviosa.

Cuando un grupo de nervios reciben un estimulo, los ganglios
con que tal grupo esta mas estrechamente conectado entran, por
lo general, en un estado activo que normalmente produce a su
vez movimientos corporales. Si el estimulo persiste, la irritacion
pasa de un ganglio a otro (yendo generalmente en aumento).
Por otro lado, las partes primero excitadas empiezan a dar

! «El conjunto de estas dos partes esta viciado, primero porque no trata
el tema desde el punto de vista de la matematica pura, como se deberia haber
hecho, y en segundo lugar, porque no se establecen las proposiciones fundamen-
tales. Sigo demasiado de cerca los pasos del algebra numérica ordinaria y el
esbozo que hago del algebra de la copula es del todo insuficiente.» (Nota mar-
ginal tomada por los editores de los Collected Papers of Charles Sanders Peirce,
ed. por Hartshorne y P. Weiss, de las Lowell Lectures de 1903.)
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muestras de fatiga enseguida, siendo por tanto doble la razon
por la que la actividad corporal es de naturaleza cambiante.
Cuando el estimulo desaparece, la excitacion decrece enseguida.

De estos hechos se deduce que cuando un nervio se ve
afectado, la accion refleja, si en un principio no resulta adecuada
para eliminar la irritacion, ira cambiando de naturaleza una y
otra vez hasta que aquélla desaparezca, momento en que la
accion cesara.

Ahora bien, todos los procesos vitales tienden a resultar mas
faciles con la repeticion. Una vez que una descarga nerviosa ha
tenido lugar en un punte, cualquiera que sea, lo mas probable
es que sea en dicho punto donde se produzca una nueva
descarga nerviosa.

En consecuencia, cuando se repite una irritacion de los
nervios, lo mas probable es que sean las distintas acciones que
se han desencadenado en ocasiones similares previas las que se
desencadenen ahora, siendo mayor la probabilidad de que lo
hagan aquellas que mas frecuentemente lo hayan hecho en
dichas ocasiones previas. Ahora bien, mientras que las distintas
acciones que no han logrado eliminar la irritacion pueden haber
sido realizadas unas veces y no haber sido realizadas otras con
anterioridad, la accion que logra eliminarla tiene que haber sido
realizada siempre, ya que tiene que haber persistido todo el
tiempo hasta su realizacion. De donde se deduce que enseguida
ha de establecerse un firme habito de responder de esta forma
a la irritacion dada.

Un habito asi adquirido es susceptible de ser transmitido
hereditariamente.

Uno de nuestros habitos mas importantes es aquel en virtud
del cual ciertas clases de estimulos nos inducen, al menos en
principio, a una actividad puramente cerebral.

En general, lo que pone en marcha el hilo del pensamiento
no es una sensacion externa sino simplemente una fantasia. En
otros términos, la irritacion es visceral en vez de periférica. En
un caso asi, la actividad tiene en general la misma naturaleza:
una accion interna elimina la irritacion interna. Una coyuntura
imaginada nos lleva a idear una linea de accion apropiada. Pues
bien, se ha comprobado que, aunque no se produzca accion
externa alguna, tales eventos contribuyen en gran medida a la
formacion de habitos que llevan a actuar realmente de la ma-
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nera imaginada cuando se presenta realmente la ocasion ima-
ginada.

Hay un habito del cerebro, perteneciente a la categoria mas
elevada, que determina tanto lo que hacemos imaginariamente
como lo que hacemos de hecho. Se denomina creencia. La re-
presentacion ante nosotros mismos del hecho de que tengamos
un habito especifico de esta indole se denomina juicio. Un
habito-creencia inicia su andadura siendo vago, especifico y li-
mitado, pero se va haciendo mas preciso, general y completo
cada vez. El proceso de este desarrollo, en la medida en que
tiene lugar en la imaginacion, recibe el nombre de pensamiento.
Empieza por formarse un juicio y bajo la influencia de un habito
—cCreencia este da lugar a un nuevo juicio que indica una agre-
gacion a la creencia. Este proceso recibe el nombre de inferen-
cia; el juicio antecedente se denomina premisa, el consecuente,
conclusion, y el habito de pensamiento que ha determinado el
Paso de uno a otro (cuando se lo formula como una proposi-
cion), principio rector 2.

A la vez que este proceso de inferencia o desarrollo esponta-
neo de una creencia se esta desarrollando continuamente dentro
de nosotros, nuevas excitaciones periféricas estan también con-
tinuamente creando nuevos habitos-creencia. Una creencia esta
Pues determinada en parte por viejas creencias, en parte por
Nueva experiencia. ;Hay alguna ley acerca de la manera en que
S¢ producen las excitaciones periféricas? El 16gico mantiene que
la hay y que no es sino la de que todas ellas se adaptan a un
fin, a saber, el de acabar llevando a la creencia a ciertas con-
clusiones predeterminadas que son las mismas para todos los
hombres. Esta es la fe del l6gico. Es también la cuestion de
hecho sobre la que se basan todas las maximas del razonamien-
to. En virtud de este hecho, lo que vaya a acabarse por creer
¢s independiente de lo que hasta ahora se haya creido y en
cOnsecuencia tiene el caracter de realidad. De ahi que un deter-
minado habito, considerado como determinante de una inferen-
T —

? La expresion logica deductiva tal vez no entrafie el principio de que la exci-
tacion periférica tenga un caracter especifico, sino s6lo de que el razonaminto
S¢ desarrolla mediante habitos que son consistentes. Deductivo —consistencia del
Pensamiento consigo mismo. Inductivo —consistencia del mundo (uniformidad

de la naturaleza). (Nota marginal de 1882, afiadida por los editores de los
Collected Papers...).
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cia, sea correcto si es de tal naturaleza que tiende al resultado
final, e incorrecto en caso contrario. Esta es la razon por la que
las inferencias pueden dividirse en validas y no validas y es en
este hecho en donde reside la razon de ser de la logica.

2. Silogismo y dialogismo
El tipo general de inferencia es

P
7 €

donde .". es el signo de ilacion.

El paso de la premisa (o conjunto de premisas), P, a la con-
clusion, C, tiene lugar de acuerdo con un habito o regla que
actia en nuestro interior. Todas las inferencias susceptibles de
ser determinadas por dicho habito una vez admitidas las premi-
sas adecuadas forman una clase. Un habito es bueno desde el
punto de vista 16gico siempre que no lleve nunca (o en el caso
de una inferencia probable, rara vez) de una premisa verdadera
a una conclusion falsa; de lo contrario es l6gicamente malo. Es
decir, todos los casos posibles de operacion de un habito bueno
podrian reducirse a dos: aquel en que la premisa fuera falsa y
aquel otro en que la conclusion fuera verdadera, mientras que
si un habito de inferencia es malo, cabria también la posibilidad
de aquel caso en el que la premisa fuera verdadera mientras que
la conclusion falsa. Cuando hablamos de caso posible, estamos
indicando que de la descripcion general de casos hemos elimina-
do todos aquellos tipos que sabemos como describir en términos
generales pero que sabemos también que no se presentaran
nunca; los que quedan, entre los que se cuentan todos aquellos
de cuya no-presencia no estamos seguros junto con aquellos
otros cuya no-presencia no podemos explicar sobre la base de
ningin principio general, se denominan posibles.

Un habito de inferencia es susceptible de ser formulado en
una proposicion que establezca que toda proposicion c, relacio-
nada de cierta manera general con una proposicion verdadera p,
es verdadera. Dicha proposicion se denomina el principio rector
de la clase de inferencias cuya validez implica. Cuando la infe-
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rencia se realiza por primera vez, el principio rector no se halla
presente ante la mente, pero el habito que él formula actia de
tal modo que, al contemplar la premisa creida, una especie de
percepcion lleva a juzgar verdadera la conclusion®. Después,
cuando a la inferencia se la somete a la critica 16gica, hacemos
una nueva inferencia, una de cuyas premisas es ese principio
rector de la primera inferencia de acuerdo con el cual proposio-
nes relacionadas entre si de cierto modo pueden perfectamente
constituir premisa y conclusiéon de una inferencia valida, mien-
tras que la otra no es sino un hecho de observacion, a saber,
que la relacion dada subsiste entre la premisa y la conclusion
de la inferencia objeto de critica, concluyéndose por tanto que
la inferencia era valida.

La logica parte del supuesto de que las inferencias no son
solo algo a realizar sino también a someter a critica, por lo que
no solo se requiere la forma P.".C para expresar un argumento,
sino también una forma P,<C; para expresar la verdad de su
principio rector. P; denota aqui alguna clase de premisa y C, la
conclusion correspondiente. El simbolo < es la copula y su
sentido primordial es el de que todo estado de cosas en el que
una proposicion de la clase P; sea verdadera es también un
estado de cosas en el que las proposiciones correspondientes de
la clase C, son también verdaderas. Pero la logica parte también
del supuesto de que algunas inferencias no son validas, por lo
que tiene que haber alguna forma de negar la premisa (principio?)
rectora. Representaremos esto escribiendo P;<C,, representando
en nuestra notacion una raya escrita sobre un simbolo cualquiera,
la negacion de dicho simbolo*.

Por tanto, la forma P;<C; implica

o bien, 1, que es imposible que una premisa de la clase P, sea
verdadera,

0 bien, 2, que todo estado de cosas en el que P; sea verdadera
es un etado de cosas en el que la C; correspondiente es
verdadera.

—

* Aunque el mismo principio rector no esté presente en la mente, general-
mente tenemos conciencia de que inferimos de acuerdo con algin principio
general.

* Esta raya fue empleada por Boole, pero no la escribié mas que sobre
signos de clase.
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' La forma P,<C,; implica

tanto, 1, que es posible una premisa de la clase P;,
como, 2, que entre los casos posibles de verdad de P; hay uno
en el que la C; correspondiente no es verdadera.

Este sentido de la copula difiere del que se le otorga en otros
sistemas silogisticos en una medida que explicaremos mas ade-
lante cuando nos ocupemos de la negacion.

En la forma de inferencia P.".C no se halla expresado el
principio rector y la inferencia podria justificarse sobre la base
de varios principios distintos. No obstante, uno de ellos, P;<C,,
es la formulacion del habito que en realidad ha presidido las
inferencias. Este principio contiene todo lo que se necesita,
ademas de la premisa P, para justificar la conclusion. (Y gene-
ralmente, afirmara mas de lo necesario). Podemos, por tanto,
construir un nuevo argumento que tenga por premisas las dos
proposiciones P y P;<C, tomadas conjuntamente y por conclu-
sion, C. Parece indudable que este argumento ha de tener, como
cualquier otro, su principio rector, por cuanto que la inferencia
esta regida por algiun habito; pero, no obstante, éste tiene que
hallarse ya sustancialmente contenido de forma implicita en las
premisas, dado que la proposicion P;<C; contiene ya por
hipétesis todo lo que se requiere para justificar la derivacion de
C a partir de P. Un principio rector como €ste que no contenga
ningin hecho que no esté implicito o que no sea observable en
las premisas se denomina principio logico y del argumento por
él regido se dice que es un argumento completo, por contraposi-
cion al incompleto o entimema.

Pongamos un ejemplo para aclarar lo anterior. Empecemos
con el entimema

Enoch era un hombre
. Enoch murio.

El principio rector del mismo es «Todos los hombres mueren».
Estableciendo éste, llegamos al siguiente argumento completo

Todos los hombres mueren,
Enoch era un hombre;
.. Enoch tenia que morir.
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El principio rector de éste es nota notae est nota rei ipsius. For-
mulando éste como una premisa tenemos el argumento.

Nota notae est nota rei ipsius,
La motalidad es un indicio de humanidad, la cual es
a su vez indicio de Enoch;
* La mortalidad es un indicio de Enoch.

Pero este principio del nota notae esta otra vez presente en la
realizacion de esta ultima inferencia, por lo que el estado ultimo
"del argumento no es mas completo que el penultimo.

Hay otra forma de hacer completo un argumento, a saber:
en lugar de afiadir el principio rector P;<C; mediante conjun-
cion a la premisa P, para formar un nuevo argumento, podria-
mos afiadir su negacion a la conclusion disyuntivamente del
modo siguiente:

P
. O bien C o bien P,<C;

Un principio logico se dice que es una proposicion vacia o
meramente formal porque, aunque relevante, no puede afiadir
nada a las premisas del argumento por él regido, de forma que
no implica hecho alguno salvo el que, como hemos visto que
ocurria en § 1, se presupone en todo discurso. Podemos distin-
guir aqui entre validez ldgica y validez extralogica, siendo la
primera la de un argumento completo y la segunda la de uno
incompleto. El término principio rector ldgico podemos entender
que significa aquel principio que hemos de suponer verdadero
con el fin de sustentar la validez logica de un argumento. Este
principio establece que entre todos los estados de cosas que
pueden suponerse sin colision con principios l6gicos, aquellos
en que la premisa del argumento fuera verdadera serian también
casos en que la conclusion lo seria tambien. Esto es lo unico
que resulta relevante para el principio rector légico, el cual, por
tanto, lejos de ser vago, como hemos visto que es el extralogico,
se halla perfectamente determinado.

Un argumento completo con una sola premisa se denomina
inferencia inmediata. Ejemplo: Todos los cuervos son pajaros
negros; por consiguiente todos los cuervos son pajaros. Si de la
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premisa de un argumento como éste se omite todo lo redundan-
te, entonces €l estado de cosas expresado en la premisa sera el
mismo que el expresado en la conclusion, cambiando inicamen-
te la forma de expresion. Ahora bien, el logico no se propone
enumerar todas las formas de expresion de los hechos, sino que
parte del supuesto de que éstos se hallan expresados en ciertas
formas estandar o canodnicas. Sin embargo, la equivalencia entre
distintas de sus formas estandar tiene un interés enorme para
¢l, siendo ésta la razon por la que algunas inferencias inmediatas
desempefian un destacado papel en la logica formal. Algunas de
ellas no seran inferencias reciprocas o ecuaciones logicas, pero
las mas importantes si seran de esta naturaleza.

S1 un hecho esta con otro distinto en una relacion tal que si
el primero es verdadero también lo es necesaria o probablemen-
te el segundo, dicha relacion constituye un hecho concreto y por
tanto, como el principio rector de un argumento completo no
entrana ninguna cuestion de hecho (fuera de las involucradas en
todo discurso), de aqui se sigue que todo argumento completo
y material (en tanto que contrapuesto al meramente formal)
tiene que tener por lo menos dos premisas.

De la tesis del principio rector se desprende que si tenemos
un argumento valido y completo de mas de una premisa, podre-
mos suprimir todas las premisas menos una y seguir teniendo
un argumento valido, aunque incompleto. Tal argumento se
justifica por las premisas suprimidas, por lo que basta con éstas
para poder inferir que la conclusion se seguiria del resto de las
demas. De este modo, el argumento original

PQRST
-. C

se descompone en dos, a saber, 1.°,
P ORS
L =C
Y25,

T<C
T
a' C.
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Repitiendo este proceso, cualquier argumento puede descompo-
nerse en argumentos de dos premisas. Un argumento completo
con dos premisas se denomina silogismo”.

Un argumento puede descomponerse también de otro modo
distinto, sustituyendo el segundo componente anterior por la
forma

T<C
* O bien C o bien no T.

Por este procedimiento, todo argumento puede resolverse en
otros, compuestos de una premisa y dos conclusiones alternati-
vas. A un argumento asi, cuando es completo, se le puede dar
el nombre de dialogismo.

3. Formas proposicionales

~ En lugar de las dos expresiones A<B y B<A tomadas con-
juntamente, podemos escribir A=B°. En lugar de las dos expre-

5 La tesis general de esta seccion se halla desarrollada en mi articulo On the
Natural Classification of Arguments (Sobre la clasificacion natural de los argu-
mentos), de 1867.

6 Hay divergencias de opinion entre los logicos respecto a la cuestion de si
es mas simple la relacién < o la =. Pero en mi trabajo sobre la Logic of
Relatives (Logica de relativos) he demostrado con todo rigor que, en este
aspecto, ha de concederse la preeminencia a <. El término mds simple tiene en
l6gica un significado preciso; quiere decir aquello cuya profundidad logica es
menor; es decir, si un concepto implica otro, pero no a la inversa, entonces se
dice que el segundo es el mas simple. Ahora bien, se puede decir que A=B
implica A<B, pero no a la inversa. Ergo, etc. De poco sirve decir que A<B
implica A=(A que es B), e igual de poco relevante seria decir que A<B implica
P}=A. Consideremos un caso analogo. El concepto de secuencia logica es mas
S{m_ple que el de secuencia causal, porque toda secuencia causal es una secuencia
logica pero no toda secuencia logica es una secuencia causal, y no es una
respuesta el decir que una secuencia logica entre dos hechos implica una
secuencia causal entre algan par de hechos sean los mismos o distintos. La idea
de que = es una relacién muy simple se debe probablemente al hecho de que el
descubrimiento de dicha relacién nos permite ver que en lugar de dos objetos
tenemos solamente uno, de suerte que simplifica nuestra concepcion del univer-
s0. En este sentido, la existencia de semejante relacion es un importante hecho
a descubrir; en realidad tiene la suma de las importancias de los dos hechos de
que se compone. No es infrecuente que resulte mas conveniente tratar las propo-
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siones A<B y B<A tomadas conjuntamente podemos escribir
A<B o B>A, y en lugar de las dos expresiones A<B y B<A
tomadas conjuntamente (disyuntivamente) podemos escribir A=<B.

De Morgan, en la importante memoria con que inicidé su
analisis del silogismo (1846, p. 380), ha sefialado que general-
mente hacemos nuestros razonamientos bajo una restriccidon
implicita relativa a lo que tomaremos como posible, restriccion
que, cuando se aplica a la totalidad de aquello de lo que se
habla, no necesita ser expresada. La totalidad de cosas que con-
sideramos posibles se denomina universo del discurso y puede
ser muy limitada. Una forma de limitar nuestro universo estriba
en considerar inicamente lo que ocurre de hecho, de suerte que
todo lo que no ocurre es considerado como imposible.

Las formas A<B, o A implica B, y A<B, o A no implica
B, incluyen tanto las proposiciones hipotéticas como las catego-
ricas. Asi, por ejemplo, decir que todos los hombres son morta-
les equivale a decir que si un hombre posee una caracteristica
cualquiera, entonces un mortal posee dicha caracteristica. Decir
‘si A, entonces B’ es obvio que es lo mismo que decir que de A
se sigue B logica o extralogicamente. Identificando asi la rela-
ci6n expresada por la copula con la de ilacion, identificamos la
proposicion con la inferencia y el término con la proposicion.
Esta identificacion, mediante la cual todo lo que se ve que es
verdadero de un término, proposicion o inferencia se sabe a la

siciones A<B y B<A conjuntamente en su forma A=B, pero tampoco lo es
que resulte mas conveniente tratarlas por separado. Incluso en geometria
podemos ver que decir que dos figuras A y B son iguales equivale a decir que
cuando se las pone juntas de forma adecuada, A se solapara con B y B con A.
Y, generalmente, es necesario examinar estos hechos por separado. Asi, cuando
comparamos los nimeros de dos conjuntos de objetos, los contraponemos entre
si, uno a uno, y observamos que a cada uno de los miembros del conjunto A
corresponde uno del conjunto B y a cada uno de los del conjunto B, uno del
conjunto A.

En logica el gran objetivo que perseguimos es analizar todas las operaciones
de la razon y reducirlas a sus elementos altimos, siendo un objetivo secundario
hacer un calculo del razonamiento. En consecuencia, aparte de todas las consi-
deraciones de conveniencia, es mas filosofico el empleo de la copula <. Ademas,
esta copula se halla estrechamente relacionada con nuestras ideas 16gicas y me-
tafisicas naturales, siendo uno de los principales objetivos de la logica mostrar
qué validez tienen tales ideas. Por lo demas, como veremos mas adelante, cuanto
mas analitica es la copula mas facil el método de resoluciéon de problemas 16-
gicos a que de hecho dara lugar.
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vez que es verdadero de las tres cosas, es un motor sumamente
importante del razonamiento, y ha sido por partir de una
consideracion de la génesis de la logica por lo que la hemos
conseguido .

De las dos formas A<B y A<B la mas primitiva es sin duda
la primera, por cuanto que se halla implicita en la idea de razo-

- namiento, en tanto que la segunda so6lo se requiere para la

critica del mismo. Los dos tipos de proposiciéon son esencial-
mente distintos y todo intento de reducir el segundo a un caso
especifico del primero esta condenado al fracaso. Boole intenta
expresar ‘Algunos hombres no son mortales’ en la forma ‘Cuales-
quiera hombres que tengan cierta caracteristica desconocida v
no son mortales’. Pero estas dos proposiciones no son idénticas
pues la segunda no implica que algunos hombres tengan dicha
caracteristica v; y, por consiguiente, de la proposicion de Boole
podemos inferir legitimamente que ‘cualesquiera mortales que
tengan la caracteristica desconocida v no son hombres’, pero en
cambio no podemos pasar de ‘algunos hombres no son-mortales’
a ‘algunos mortales no son hombres’®. En cambio, si podemos
remontarnos a una forma mas general bajo la que quedan in-
cluidas tanto A<B como A<B. Para ello hemos de escribir
A<B de la forma A<B, en donde A es algiun-A y B es no-B.
Esta forma general es equivoca por cuanto que deja sin determi-
nar si la proposicién seria o no verdadera en el caso de que el
sujeto fuera imposible. Cuando el sujeto es general, éste es el
caso, pero cuando es particular (esto es, esta sometido a la
modificaciéon alguno), no. Esta forma general lo unico que
supone es la inclusion del sujeto bajo el predicado. La pequena
curva escrita sobre la letra que esquematiza el sujeto indica que
alguna parte del término representado por dicha letra es el
sujeto y que de ella se afirma que posiblemente exista.

La modificacion del sujeto por la raya curva y del predicado

7 Como consecuencia de la identificacion en cuestion, hablo indistintamente
de S, en S<P, como sujeto, antecedente o premisa y de P como predicado,
consecuente o conclusion.

8 Igual de poco afortunado es el intento realizado por Mr. Jevons para
superar la dificultad omitiendo las proposiciones particulares «ya que si quere-
mos, siempre podemos sustituirlo (alguno) por expresiones mas concretas». La
misma razon podria alegarse para dejar de lado la consideracion de no, pero de

hecho la forma A<B se necesita para poder simplemente negar A<B.
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por la recta da lugar a la siguiente representacion del viejo
conjunto de formas proposicionales:

A. a<b Todoaesbh Universal afirmativa.
E. a<b Ninginaesb Universal negativa.
I. d<b Alginaesbh Particular afirmativa.
O. d<b Alghinanoesb Particular negativa.

Hay, sin embargo, una diferencia entre el sentido en que esas
proposiciones se toman aqui y aquel que tenian tradicionalmen-
te, a saber: generalmente se entendia que las proposiciones afir-
mativas entrafian la existencia de sus sujetos, en tanto que las
negativas no. Por esta razon se decia que hay una inferencia
inmediata de A a I y de E a O. Sin embargo, en el sentido que
se les confiere en este trabajo, las proposiciones particulares
entrafian la existencia de sus sujetos, pero no asi las unversales.

La siguiente figura ilustra el sentido preciso aqui conferido a las
cuatro formas A, E, I, O.

En el cuadrante 1 todas las lineas que hay son verticales; en
el 2, algunas son verticales y otras no; en el 3, ninguna de las
lineas que hay es vertical, y en el 4 no hay ninguna linea. Pues
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bien, interpretando linea como sujeto y vertical como predicado,
tenemos que

A es verdadera de los cuadrantes 1 y 4 y falsa del 2 y del 3.
E es verdadera de los cuadrantes 3 y 4 y falsa del 1 y del 2.
I es verdadera de los cuadrantes 1 y 2 y falsa del 3 y del 4.
O es verdadera de los cuadrantes 2 y 3 y falsa del 1 y del 4.

De donde se deduce que A y O se niegan entre si, lo mismo que
E e I. Pero cualquier otro par de proposiciones pueden ser lo
mismo ambas verdaderas o ambas falsas que una verdadera y
la otra falsa.

De Morgan («On the syllogism», n.° I, 1846, p. 381) ha
ampliado el sistema de formas proposicionales por el procedi-
miento de aplicar el signo de negacion que aparece por primera
vez en A<B al sujeto y al predicado. De este modo logra las
siguientes formas:

A<B. Todo A es B. A es una especie de B.

A<B. Algin A no es B. A excede a B.

A<B. Ningin A es B. A es externo a B.

A<B. Algin A es B. A es parte de B.

A<B. Todo es 0 A o B. A es complemento de B.

A<B. Hay algo ademas de A A no coincide del todo
y de B. con B.

A<B. A incluye a todo B. A es género de B.

A=<B. A no incluye a todo B. A es deficitario de B.

La tabla establecida por De Morgan de las relaciones entre
estas proposiciones ha de ser sometida a modificacion para que
cuadre con los significados aqui conferidos a < y a <.

Nosotros podriamos limitarnos a las dos formas proposicio-
nales S<P y S<P. Si en alguna ocasion traspasamos este
limite y adoptamos la forma S<P, entonces, por razones de
completud, tenemos que adoptar la totalidad del sistema de De
Morgan. Pero, como veremos en la proxima seccion, este siste-
ma tampoco es completo, sino que requiere para su completud
la admision de la particularidad del predicado. Esto ya fue
intentado por Hamilton, pero con una falta de competencia
verdaderamente extraordinaria. Mas adelante aludiré a esta
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cuestlon pero sin tratar de mostrar cuantas formas proposmlo-
nales habria en un sistema completado de este modo®.

4. El algebra de la copula

De la identidad entre la relacion expresada por la cc’)pula y
la de ilacion se desprende un algebra. Esta nos da en primer
lugar

x<x - ' (1)

el principio de identidad, que como puede verse, expresa que
aquello que hayamos creido hasta ahora hemos de seguir cre-
yéndolo, a falta de razones en contrario. En segundo lugar, esta
identificacion muestra que las dos inferencias

X

yo=2y x 2]
Z C. Y=z

tienen la misma validez, por lo que tenemos
< <2} ={y< (x<2)} *°. [3]
De [1] se desprende
(<< (x<y),
de ahi que por [2]

x<<y X

= 4

sea una inferencia valida.

9 En conexién con este punto, vide De Morgan «On the Syllogism», n.° V,
1862. (Transactiones, Cambridge Philosophical Society, vol. 4, p. 467, 1864,
memoria leida y fechada en 1863.)

10 Mr. Hugh McColl («Calculus of Equivalent Statements», second Paper,
1878, Proceedings, London Mathematical Society, vol. 9, p. 183 (1877)), hace uso
del signo de inclusion varias veces en la misma proposicion, pero no da ninguna
de las formulas de esta seccion.
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Por [4], si x y x<y son verdaderas, y es verdadera, y si y e
y<z son verdaderas z también lo es, por lo que resulta valida
la inferencia

x x<y y<<z
e

Por el principio [2] esto equivale a decir que

x<y y<z
X<z 1]

es una inferencia valida. Esta no es sino la forma canonica del
silogismo en Barbara. Al enunciado que afirma su validez se le
ha denominado el dictum de omni, el nota notae, etc., pero es
preferible considerarlo, siguiendo a De Morgan!!, como un
enunciado que establece que la relacion expresada por la copula
es una relacion transitiva’?. También se lo puede considerar
como un enunciado que implica que en lugar del sujeto de una
proposicion de la forma A<B se puede escribir cualquier sujeto
de dicho sujeto y en lugar del predicado cualquier predicado de
dicho predicado!?. El mismo principio se puede considerar
desde el punto de vista algebraico como una regla para la
eliminacion de y de las proposiciones x<y e y<z'*.

No es necesario sefialar que x, y, z puede sustituirse por
cualquier letra y que, por consiguiente, también pueden susti-

1

' «On the Syllogism», n.° II, 1850, Transations, Cambridge Philosophical
Society, vol. 9, 1851, p. 104,

~ '? Que la validez del silogismo no puede deducirse de los principios de
Identidad, contradiccion y tercio excluso es susceptible de demostracion precisa.
En cambio, la transitividad de la copula se halla implicita en la identificacion
de la relacion-copula con la ilacién, ya que ésta es claramente transitiva.

'* El concepto de sustitucién (implicito ya en la doctrina medieval del
descenso), lo mismo que el termino, les era familiar a los logicos antes de la
Publicacion de la Substitution of Similars (La sustitucion de semejantes) de Mr.
Jevons. Pero en este libro no solo se afirma que inferencia es sustitucion, sino
también que aquélla y en especial la induccion consisten en la sustitucion de
Semejantes. Esta doctrina es afin a la teoria de la induccion de Mill.

'* Esto debe de haber estado en la mente de Mill desde el comienzo. De
Morgan («On the Syllogism», n.° II, 1850, p. 83) va demasiado lejos al decir
que «lo que se llama eliminacion en algebra se llama inferencia en logica», si
con ello quiere significar, como parece, que toda inferencia es eliminacion.
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tuirse bien todas ellas, bien s6lo alguna por X, y, z. No obstante,
una vez realizados estos cambios puramente extrinsecos, el ar-
gumento deja de llamarse Barbara, aunque se dice que es algun
otro modo universal de la primera figura. Es evidente que hay
ocho de tales modos.

De [5] se desprenden, por [2] las dos formas validas de
inferencia inmediata siguientes:

S<P
VL (x<8)<(x<P) [6]
y
S<P :
o (P<x)<(S<x). [7]

A esta altima se la puede llamar inferencia de contraposicion.
 De la transitividad de la copula se desprende la validez de
la siguiente inferencia

(S<M)<(S<P)
(S<P)<x
o (S<M)<x

Pero, por [6], de (M<P) se puede inferir de forma inmediata la
primera premisa, por lo que la inferencia

M<P
(S<P)<x , [8]
2 (S=<M)<x.

resulta valida.
Se la puede llamar silogismo indirecto menor. Un ejemplo es
el siguiente:

Todos los hombres son mortales,
Si Enoch y Elias fueron mortales, la Biblia se equivoca;
. Si Enoch y Elias fueron hombres, la Biblia se equivoca.
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De nuevo podemos partir del siguiente silogismo en Barbara

(M<P)<(S<P),
(S<P)<x;
S (M<P)<x.

Pero, por el principio de contraposicion [7], la primera premisa
se sigue de forma inmediata de (S<M), de suerte que tenemos la
inferencia valida siguiente

S<M,
(S<P)<x; [9]
S (M<P)<x,

a la que podemos llamar silogismo indirecto mayor.

Ejemplo: Todos los patriarcas son hombres,
Si todos los patriarcas son mortales, la Biblia se
equivoca
.". Si todos los hombres son mortales, la Biblia se equivoca.

. De igual modo se podria mostrar que [6] justifica el silo-
gismo

M<P,
x<(S<M); [10]
. x<(S<P).

Y que [7] justifica la inferencia

S<M,
x<(M<P); [11]
. x<(S<P).

Pefg €stas inferencias no son mas que ligeras modificaciones de
ar araq.
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En la forma [10], x puede denotar un universo limitado que
incluya algunos casos de S. En este caso, tenemos el silogismo

M<P,
SIM; [12]
SAS=P.

cuyo nombre es Darii. Naturalmente, se podria trazar una linea
sobre la S. Asi, en la forma [11], x puede denotar un universo
limitado que incluya algun P. En este caso, tenemos el silogismo

S<M,
M<P; [13]
- IS

Aqui se podria trazar una linea sobre la P. Pero las formas [12]
y [13] se deducen de [10] y [11] s6lo mediante principios de
interpretacion que requieren demostracion.

Por otro lado, si en el silogismo indirecto menor [8], ponemos
en lugar de x «lo que no ocurre», tenemos por definicion

{(S<P)<x}=(S<P)
por lo que entonces tenemos

M<P, .
S<P; [14]
C.SXM,

que no es sino el silogismo Baroko. Si trazamos una linea sobre
P, el silogismo se llama Festino; y mediante otras negaciones se
obtienen ocho formas esencialmente idénticas, que se denomi-
nan modos particulares menores de la segunda figurals. De
igual modo, el silogismo indirecto mayor [9] da lugar a la forma

S<M.
S<P; [13]
.. MXP.

15 De Morgan, Syllabus, 1860, p. 18.
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- cuyo nombre es Bocardo. Si se niega P, su nombre es Disamis y

- mediante otras negaciones se obtienen otros ocho modos parti-
~ culares mayores de la tercera figura.
: Hemos visto que S<P tiene la misma forma que (S<P)<x.
Si escribimos A en lugar de S<P, nos encontraremos con que A
tiene la forma A< x. Entonces el principio de contraposicion [7]
~da lugar a la inferencia inmediata

S<P

. P23 [16]

Aplicando ésta a los modos universales de la primera figura
quedan justificados seis modos. Hay dos en la segunda figura,

x<y z=<y =z (Camestres)
x<y z<y =7

dos en la tercera figura

y<<x y<z o X2
y=<<x y<z aX=7

'y otros dos que se dice que pertenecen a la cuarta figura,

x<y y<<z e Z2=X
x<y y<z CZ<Ex.

- Pero la negacion tiene otras dos propiedades que todavia no
hemos tomado en consideracion. Estas son

x<X | [17]

esto es, x es no no-x, que recibe el nombre de principio de
contradiccion, y

X<x [18]

0, lo que es no no-x es x, denominado principio del tercio
| excluso
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es el principio de Ferison, un silogismo valido de la tercera
figura, y si en lugar de x escribimos S, tenemos

(S<S)<(PXB),

lo cual equivale a decir que P<S es verdadero si el principio.

de contradiccion es verdadero, por lo que del principio de con-
tradiccion se deduce que P<S equivale a S<P. Comparando

S<P o (SXx)<(P=x)
con
SXP o (S<x)<(PXx),

vemos que difieren por una modificacion del sujeto. Represen-
tando esto mediante una pequefia curva sobre el sujeto, pode-

- mos escribir S<P en lugar de S P. Vemos entonces que igual

que en lugar de A podemos escribir A<x, donde x es cualquier
cosa, en lugar de A podemos escribir A<X. Si sometemos a
una modificacion similar también al predicado, tenemos

§<P o (S<x)<(P<%X),

lo cual equivale a dec1r que uno puede hallar un S que sea el P
que le plazca. Tenemos entonces

(S<P)<(P<S), - [24]

que es una formula de contraposicion snnllar a [16].
Es evidente que

S<P)<(P<S); | - [23

pues, negando ambas proposiciones, esto se convierte por [16],
en (P<S)<(S<P), que no es sino [19]. La inferencia justificada
por [25] se conoce con el nombre de conversion de I. De [25]
inferimos

=iz [26]
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que se puede llamar principio de particularidad. Este es obvia-
mente verdadero por cuanto que la modificacion de la particula-
ridad no consiste mas que en cambiar (A<x) en (A-<x), lo cual
equivale a negar la copula y el predicado, operacion que, si se
repite, dara lugar de nuevo a la primera expresion. Por la misma
razon tenemos

S

X=X, [27]
al que podemos dar el nombre de principio de 1nd1v1duahdad

. Este nos da
(S<P)<(P<S), 28]

y [26] y [27] juntos
(S<P)<(P<S). . | [29]

No esta claro si la proposicion S<P ha de interpretarse
como significando que S y P son un solo individuo o que hay
al_go ademéas de S y de P. Dejo aqui sin cerrar esta rama del
tema.

Mediante el siguiente principio, podemos obtener un numero
de formulas semejante al que hemos obtenido por el principio

[2]:
2") La inferencia

%
GOy oz

tiene la misma validez que

x<y
Gk 7

De [1] se desprende

(x<y)<(x<y),
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por lo que, por [2],
4"

Esto da lugar a

X
0Dl x =y

Entonces, por [2],

5) =7
L) O

que no es sino la forma canénica del dialogismo. El dialogismo

indirecto menor es

(0}

y<z

X
O (x<y). 00y

y<z,

8") | x<(M<P)
. 0 x<(S<P)

(o)

(0

El dialogismo indirecto mayor es

x=<(S<M)

. 0OxZ(S<P) o MZP
Tenemos también
12) (S<P)<x

L OB<M) o (MXP)<x
y
13%) (S<P)<x

L OM<P) o (SXM)Xx.
Tenemos A escrita en la forma x=<A. Tenemos entonces las
inferencias

S<P S<P  S<P
. P<S . P<S P<S

Z,

S<M.

md Ll
AN Al
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Parte II. La logica de los términos no-relativos

1. La multiplicacion interna y la adicion logicas
Hemos visto que la inferencia

X Ry
e Z

tiene la misma validez que la inferencia

X
AR Oy o S

y que la inferencia

X

la misma que

De igual modo, x<<y

es equivalente a
(Lo posible)<O x o 1y,

y a

x que es y<<(lo imposible).

Para poder expresar esto algebraicamente, empezamos por nece-
sitar simbolos para los dos términos de segunda intencion, lo
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posible y lo imposible. Sean oo y 0 tales términos; entonces
tenemos las definiciones

x<oo  0<x ‘ [1]

sea x lo que quiera que sea'®.

También necesitamos dos operaciones que se pueden deno-
minar multiplicacion y adiciéon no-relativas y que se definen del
siguiente modo *°:

Sia<x y b<x, Si x<a y x<b, 2]
entonces a+b<x; entonces x<a X b;

y conversamente, y conversamente,
st a+b<x, si x<axb, 3]
entonces a<x y b<x. entonces x<a y x<b.

18 E] simbolo 0 lo emplea Boole; en cuanto a oo reemplaza a su simbolo 1,
con arreglo a una sugerencia hecha en mi Logic of Relatives, 1870.

19 Estas formas de definicion son orignales. El 4lgebra de los términos
no-relativos fue ofrecida por Boole (Mathematical Analysis of Logic —Analisis
matematico de la 1ogica—, 1847). La adicién booleana no era la misma que la
del texto ya que en la suya, todo lo que fuera comin a los dos términos sumados
era tomado dos veces en la suma. Las operaciones del texto fueron consideradas
como complementarias entre si e introducidas con los simbolos apropiados por
De Morgan («On the Syllogism», n.° III, 1858, Cambridge Philosophical Tran-

~sactions, vol. 10, p. 185). En lugar de adici6én, suma, partes, él habla de
agregacion, agregado, agregantes; en lugar de multiplicacién, producto, factores,
€l habla de composicion, compuesto, componente. Mr. Jevons (Formal Logic,
1864) —siento no poder hablar de esta obra sino por lo que recuerdo de mi
lectura de hace muchos afios y sin poder, por tanto, estar seguro de hacerle
absoluta justicia— mejoré el algebra de Boole al sustituir la adicion de éste por
la agregacion de De Morgan. Al no conocer ni los escritos de De Morgan ni los
de Jevons sobre el tema, el que esto escribe volvid a recomendar el mismo
cambio (On an Improvement in Boole Calculus of Logic, Sobre un perfecciona-
miento del calculo l6gico booleano, 1867) y a mostrar el absoluto paralelismo
existente entre ambas operaciones. En otro trabajo, publicado en 1870, introdu-
je en el algebra el signo de inclusion.

En 1872, Robert Grassmann, hermano del autor de la Ausdehnungslehre,
public6 una obra titulada Die Formenlehre oder Mathematik, cuyo segundo libro
contiene un algebra de la logica idéntica a la de Jevons. En ella se reproduce
la misma notacién, con la Gnica salvedad de que el universo es representado
por T en lugar de por U, y un término se niega trazando una linea sobre él,
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De estas definiciones se siguen de forma inmediata las si-
guientes formulas:

a<a+b axb<a

A)?° |
) b<a+b axb<b

(Peirce, 1870)>! [4]

Estas se demuestran sustituyendo en [3] x por a+b y por a x b.
B) x=Xx+x X XX =2 (Jevons, 1864) [9]

Sustituyendo a y b en [2] por x, tenemos

X+x<x X=X X X;
y, por [4],
xX<xX+Xx XX X<X

O (Boole, Jevons) [6]

a+b=b+a axb=bxa

como hace Boole, en lugar de tomando una letra del otro caso, como hace
- Jevons. Grassmann emplea también un signo equivalente a mi <. En su tercer
libro, se ocupa de otra cuestion que muy bien podria haber tomado de mi
trabajo de 1870. El tratamiento que hace del tema presenta ciertas desigualdades
y la mayoria de los resultados a los que llega ya habian sido anticipados. El
profesor Schrdder, de Karlsruhe, escribi6 en la primavera de 1877, su Operations-
kreis des Logikkalkuls. El habia visto las obras de Boole y Grassmann, pero no
las de De Morgan, ni tampoco las de Jevons o las mias. Ofrece un fino
desarrollo del algebra, adoptando la adiciéon de Jevons, y pone de relieve el
paralelismo entre + y x por el procedimiento de representar los teoremas en
columnas paralelas, imitando asi una practica comun entre los geometras.
Schréder ofrece una forma original, interesante y amplia de operar con el
algebra. En ese mismo afio, un poco después, Mr. Hugh McColl, que aparente-
mente no habia leido nada de algebra logica salvo un insipido informe de la
obra de Boole contenido en la Logic de Bain, publico varios trabajos sobre un
«Calculus of Equivalent Statements», (Proceedings, London Mathematical Society,
serie 1, vol. IX, pp. 177-186), cuya base no es otra que el algebra booleana, con
la adicién de Jevons y un signo de inclusién. Mr. McColl afiade una aplicacion
sumamente ingeniosa de esta lgebra a la transformacion de integrales concretas.

20 Observemos que las demostraciones de las proposiciones enunciadas
siguen las enunciaciones (1880).

21 En la Logic of Relatives se halla contenida a x b<a. Las otras formulas,
pese a que son igual de obvias, no las he visto en ningun sitio.
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‘Tales formulas son ejemplos del principio conmutativo. De [4] y
[2] se sigue =

b+a<a+b axb-<b><a

e, intercambiando a y b, tenemos la inclusién reciproca implicita
en [6].

(@+b)+c=a+(b+c)
ax(bxc)y=(axb)xc

D) (Boole, Jevons) [7]

Estos son casos del principio asociativo. Por [4], c<b+cybxc<c;
también b+c<a+(b+c) y ax(bx c)<bxc; de forma que
c<a+ (b+c) y ax (bxc)<c. Del mismo modo, b<a+ (b+c)
y ax (bxc)<b y, por [4] a<a+ (b+c) y ax (bxc)<a. De
donde, por [2] se sigue a+b<a+ (b+c)yax (bxc)<axb. Y,
de nuevo por [2], (a+b)+c<a+ (b+c)y ax (bxc)<(axb)xc.
De modo similar podriamos probar las proposiciones conversas
de éstas y establecer [7].

(a+b)><c=(q><c)+(b><c) 3
@xb)+e=(a+o)x b+ 5.

Estos son casos del principio distributivo. Se demuestran ficil-
mente por [4] y [2], pero la demostracion es demasiado tediosa
para ofrecerla.

(@a+b)+c=(a+c)+(b+c)
(@axb)yxc=(axc)x(bxc)

[9]

Estos son otros casos distintos del principio distributivo. Se de-
muestran por [5], [6] y [7]. Estas formulas, que hasta ahora han
pasado inadvertidas, no estan desprovistas de interés.

2 La primera de estas formulas dada por Boole para su adicién, fue
mantenida por Jevons al cambiar de adicion. La segunda se introdujo por
primera vez en mi trabajo de (1867).
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G) a+(axb)=a ax(a+b)=a (Grassmann, Shréder) [10]

Por [4], | ‘
a<a+(axb) ax(a+b)<a.

De nuevo, por [4], (axb)<a y a<a+b, de donde por [2]

a+(axb)<a a<ax(a+b).

(a+b<a)=(b<axb) L

Esta proposicion es una transformacion de las dos proposicio-
nes 21 (p. 25) de Schroder, una de las cuales fue formulada por
Grassmann. Por [3]

(a+b<a)<(b<a) (b<axb)<(b<a).
De donde, como

b<b, ( a<a
tenemos, por [2]

(@+b<a)<(b<axb) - (b<axb)<(a+b=<a).

1) (a<b) x (x<y)<(a+x<b+y)

(@<b) x (x<y)<(ax x<b x y)} (Eeee, 1870) e

s¢ demuestran facilmente a partir de [2] y de [4].

J) (a<(b+x) x (ax x<b)=(a<b). [13]

Esta es una generalizacion de un teorema de Grassmann. Al es-
tablecerlo, éI conecta erréneamente las dos proposiciones por +
en lugar de por x.

Por [12], [5] y [8],

(a<b+x)<{a<(axb)+(ax x)}
(axx<b)<{(a+b)x (x+b)<b)
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Pero por [4]
a<a+b axb=<b.

Por consiguiente, por [2] queda fuera de toda duda que

(a<b+x) x (a x x<b)<(a<b).

La demostracion de la conversa es obvia.
De [2] y [3] se derivan de forma inmediata

(a+b<c)=(a<c)x(b<c)

(c<axb)=(c<a)x (c<b) . [14]

K)

(c<a+b)=Z{(p<a)x(g<b)}, donde p+g=c

(axb)<c=Z{(a<p)x(b<a)}, donde c=pxg L)

L)

Las proposiciones [15] son nuevas. Por [12]

{(p<a)x (g<b)}<(c<a+b), donde p+g=c
{(a<p) x (b<q)}<(axb<c), donde c=pxgq.

Y, como estas son verdaderas para cualquier conjunto de valo-
res de p y de g, tenemos por [2]

2{(p<a)x (g<b)}<(c<a+b), donde p+g=c
IZ{(a-<p)><(b-<q)}<(axb-<c), donde c=pxq.

Por [4] y [8] tenemos

(c<a+b)<{(axc)+(bxc)=c}
(axb<c)<{(c+a)x(c+b)=c}

De ahi que escribiendo

axc=p bxc=q, donde p+g=c
a+c=p b+c=q, donde pxqg=c,
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tengamos

(c<a+b)<(p<a)x (q=<b), donde p+gqg=c
(axb<c)<(a<p)x(b<gq), donde c=pxgq,

por lo que, por [4]

(c<a+b)<Z{(p<a)x(g<b)},  donde p+g=c
(axb-<c)-<2{(a-<p)x(b-<q)},' donde c=pxgq,

Mas adelante, [35], se hallara una férmula analoga a [15].
De [1], [2] v [4] se sigue

x+0=x = XX 6O [16]
De [1] y [4],
x+wo=00  0=x+0. [17]

La definicion de la negacion tiene, como hemos visto, tres
clausulas: primera, que a es de la forma a<x; segunda, que a<a
y tercera que a<a.

De la primera se sigue que si-

c a

b
es valida, entonces

b

c
R a
también lo es, o lo que es lo mismo, que
(c x a<b)<(c x b<a). . [18]

También se sigue que si

b
SO c =0 a
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es valida, entonces

Ce 0 2D

-

también lo es, esto es, que
(b<c+a)<(@<c+h). [19]
Combinando [18] y [19], tenemos
(axb<c+d)<(axd<c+b). 0] (
Por los principios de contradiccion y tercio excluso, esto nos da
(axd<c+b)<(axb<c+d). [21]
Por tanto, la formula
(axb<c+d=(axd<c+Db) [22]
encierra la esencia de la negacion.
Si en [22] escribimos, primero, a=d, b=c=0, y luego
a=d=o00, b=c, de la féormula de la identidad se sigue
axa=0 a+a= . [23]
Por [23] y el principio distributivo tenemos
p=M@xx)+(@xX) p={@+x)x(pxX), [24]
Si escribimos
i=p+(a+x) j=p+(bxx) k=px(c+x) I=px(d+X)
tenemos igualmente

p=(i X x)+(j X X) p=(1+x)x (k+X). [25]




Sobre el algebra dela logica” 117

Ahora bien, p puede ser una funcion de x, y a a, b, ¢, d se les
podrian asignar quizis unos valores tales que i, j, k, | estuvieran
libres de x. Es evidente que éste es el caso, si la funcion es
resultado de una complicacion de las operaciones + y X . Supo-
niendo entonces que i, j, k, [ son constantes, escribiendo sucesi-
vamente o0 y 0 en lugar de x tenemos

poo=i=k
P0=j=I

de suerte que

¢px=(¢po x x)+(¢0 x X) [26]
¢x=($0+x) x (¢po0 +x)

La primera de estas formulas la dio ya Boole para su adicion.
En 1867 he mostrado que ambas valen para la adicion modifica-
da. Tales formulas son completamente anlogas a desarrollos
matematicos, pero en la practica no resultan convenientes. Su
conexion sugiere la formula general

(@+x)x(b+%)=@xx)+(bxx), [27]

una formula de frecuente utilidad. :
El principio distributivo y [3] aplicados a [26] dan

d0 X poo < Px dx< oo+ ¢0. [28]
Por lo que
(¢px=0)<(¢0 x oo =0) [29]

(¢px=00)<(¢0+ oo = 0).

Boole formuld la primera y yo (1867) la segunda. Tales formulas
no son convenientes para la eliminacion.

Las siguientes formulas (probablemente ofrecidas por De
Morgan) son de gran importancia:

axb=a+bh a+b=axh- [30]
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Por [23] tenemos

(ax b) x (axb)<0 oo-<(é+b)+(a+b),

por lo que, por [22] y el principio asociativo

b x (axb)<a a<b+(a+b)
axb<a+b axb<a+b.

Por [4] y [22]

a<axb a+b<a
b<axb a+b<b,

por lo que, por [2]

a+b<a+b  a+b<axb.

La aplicacion de [22] nos da a partir de [11]
b<(a x b)=(a+b=<a);

a partir de [12]

(a+x<b+y)<(a<b)+(x=<y)
(axx<bx y)<(a<b)+(x<y);

a partir de [13]
(a+b<b)=(a<b+x)+(ax x=<b)
de [14]

(a+b=<c)=(a<c)+(b=<c);
(c<axb)=(c<a)+(c<b);

Charles S. Peirce

[31]

[32]

[33]

[34]
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de [15]
(c-‘%aib)=ﬂ{(p§a)+(q§b)} donde p+g=c 135)
(axb=c)=T1{@=<p)+(®=q)} donde pxg=c;

de [22] -
(@xbZc+d)=(axd=Zc+b). | [36]

2. La resolucion de problemas en la logica no-relativa

Hay ya cuatro métodos algebraicos distintos para resolver
problemas en la logica de los términos no-relativos que han sido
propuestos por Boole, Jevons, Schréoder y McColl. Aqui pro-
pongo un quinto método que tal vez sea mas simple y que desde
luego es mas natural que cualquiera de los otros. Entrana los
siguientes pasos.

Primer paso. Exprésense todas las premisas con las copulas
< y < recordando que A=B es equivalente a A<B y B<A.

Segundo paso. Descompongase todo predicado en tantos
factores y todo sujeto en tantos términos componentes como sea
posible sin incrementar el nimero de letras distintas empleadas
en sujeto o predicado. -

Una expresion podria descomponerse en factores o compo-
nentes semejantes (denominémoslos factores primos y compo-
nentes ultimos) mediante alguna de las siguientes formulas

¢x =(¢oo x x) + (40 X X)
¢x=(¢oo x x) X (¢0+ x)

Pero el método mas facil es el siguiente: para descomponer una
expresion en sus

componentes tltimos producto}

factores primos suma

} tomemos el
de las distintas letras de la expresion, tomando cada una
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positiva o negativamente (es decir, con una raya enmma) Por
medio de las formulas fundamentales

X+Y<Y<Y+Z,

: : producto sujeto
miremos a ver si el considerado es un _
suma predicado

factor
de cada { }
componente

{componente tltimo
un

factor primo
trario, no. Procedamos de este modo hasta hallar tantos
{componentes ultimos

factores primos

de la expresion dada. Si lo es, es

de dicha expresion; en caso con-

} como la expresion posea. Este nume-

producto de sumas

suma de productos de
letras del siguiente modo. Sea m el numero de letras distintas de
la expresion (no considerandose distintas una letra y su nega-
cion); sea n el nimero total de letras, sea el mismo o distinto

, {factores
y sea p el numero de < |

ro se averigua en el caso de un

: 7. Entonces el numero de
terminos

componentes ultimos
. €s
factores primos

2"+ n—mp—p.
' S

Supongamos, por ejemplo que se trata de descomponer
x+(y xz) en sus factores primos. Aqui m=3, n=3, p=2. Por
consiguiente, el nimero de factores es tres. C0n31derand0 x+y+z,
tenemos

xX<x+y+z, yXxz<x+y+z,
de forma que éste es un factor. Considerando x + y + z, tenemos

x<x+y-z, yxz<x+y+z,



Sobre el algebra de la logica 121

de forma que éste es otro factor. Es obvio también que x+y+z
es el tercer factor. En consecuencia, tenemos

x+(xz)=(x+y+z)x(x+y+2)x(x+y+2).
Desarrollemos de nuevo la expresion
(@+b+c)x(a+b+c), (a+b+c).

Aqui m=3, n=9, p=3, por lo que el numero de componentes
tltimos es cinco. Por tanto, de los ocho posibles productos de
tres letras, solo quedan excluidos tres, a saber: (a x b x ¢),
(@xbxc)y (@axbxc). Tenemos por tanto, -

(@+b+c)x(a+b+c)x(a+b+c)=
(axbxc)+(@xbxe)+(@xbxc)+@xbxc)+(@xpxc).

Tercer paso. Descomponganse todas las proposiciones com-
plejas en proposiciones simples por medio de las siguientes
formulas de las definiciones de + y x:

X+Y<Z)=(X<Z)x(Y<Z)
(X<Y xZ)=(X<Y) x (X<Z)
X+YZZ)=(XZZ)+(Y2Z)
(XY xZ)=(XXY)+(X=<2)

En la practica, las tres primeras operaciones e realizaran, en
general, directamente al escribir las premisas.

Cuarto paso. Si hemos llegado a dos proposiciones, una de
las cuales tiene alguna de las formas

a<b+x, a xix=b,
y la otra alguna de las formas

c<d+X, cx x=<d,
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por la transitividad de la copula podél_pos eliminar x y llegar de
este modo a =

axc<b+d.

Quinto paso. Podemos transponer cualquier término del
sujeto al predicado o a la inversa, cambiandolo de positivo a
negativo o a la inversa, y cambiando al mismo tiempo su modo
de composicion de adicién a multiplicacién o viceversa. Asi:

(x xy<2)=(x<y+2z).

De este modo podemos conseguir todos los sujetos y predicados
de una letra, o concentrar todas las letras en el sujeto, en este
caso el pedicado es 0, o todas en el predicado, en cuyo caso el
sujeto sera co.

Sexto paso. Un numero cualquiera de proposiciones que
sujeto

predicado
producto

suma
Como ejemplo de este método, podemos considerar un cono-
cido problema expuesto por Boole. Los datos son los siguientes

tengan un { } comun, tomadas conjuntamente, son

equivalentes a su

XXZLUX(YXW+P X w)
UXXxXW<(yxz)+(y x2)
(xXY)+(OxxxP)=(zx W)+ (Z x w).

Lo que se busca es, primero, hallar aquellos predicados de x
que solo entrafian y, z y w; segundo, hallar las relaciones que
puedan mediar entre y, z, w; tercero, hallat los predicados de y;
cuarto, hallar las relaciones que puedan mediar entre x, z y w.
Mediante los primeros tres pasos, realizados mentalmente, resol-
vemos las premisas del siguiente modo: la primera en

X Xz<v
XxXz<Ly+w
XXZ<Ly+w;
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la segunda en

DXXXW<y+z
DX XXW<LY+2Z

la tercera en

xXy<z+w
XX y<Z+Ww
VXXX Y<Z+W
VXXX Y<Z+W
zZXw<Xx
zxXw<v+y
zZXW<X
zXw<v+).

Lo primero que tenemos que hacer es eliminar v, de la que no
nos interesa saber nada. Tenemos entonces de un lado las pro-
posiciones

VXXX Yy<z+WwW
VXX XYJ<LZ+W,

y, de otro, las proposiciones

x %X z<v
DXXXW<LYy+Z
IXXxXw<y+z
zxw<v+y
zXw<v+).

Las conclusiones de talefs proposiciones se obtienen tomando
una de cada conjunto, multiplicando sus sujetos, afiadiendo sus
predicados y omitiendo v. El resultado serd simplemente una
proposicion vacia si se encuentra en el predicado y en el sujeto
la misma letra con la misma cualidad positiva o negativa o si
se la encuentra dos veces con cualidades opuestas en el sujeto
o en el predicado. Asi, no servira de nada combinar la proposi-
cidn v x x x y<z-+w con una que contenga X, y, z 0 W €n el
sujeto. Pero todas las del segundo conjunto lo hacen, por lo que
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de esta proposicion no se puede inferir nada. Tampoco servira
de nada combinar v x x X y<Z+W con alguna que contenga X,
¥, z, w en el sujeto o z en el predicado. Esto excluye toda
proposicion del segundo conjunto salvo 7 x xxw<y+Zz, que,
combinada con la proposicion que estamos analizando, nos da

XXW<Ly+z+w
esto es
XXw<y+2z,
de la que hemos de servirnos, por tanto, en lugar de todas las
premisas que contienen v.
Una de las otras proposiciones, a saber, X xz<j+w esta

claramente contenida en otra, a saber, z x w=<x. Dejandola de
lado, nuestras premisas se reducen a las seis siguientes:

XXz<y+w
xXXy<z+w
XXy<z+w
ZXw<X
ZXw<x
XXw<y+z

La segunda, tercera y sexta nos dan los predicados de x. Su
producto es

X<LY+z4+w)x(G+z4+w) x (y+z+w)
0, lo que es lo mismo
X<YXZXWHYXZXWHYXZXWH+JXZXWHJXZXW
esto es,
X<ZXWHZXWH+YXZXW.

Para averiguar si mediante la eliminacién de x se puede obtener
alguna relacion entre y, z y /w, hallamos los sujetos de x

St Su
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combinando la primera, cuarta y quinta premusas. De este modo
llegamos a

PXZXWH2ZXW+ZXW<X.

Es evidente que la conclusion de las dos ultimas proposiciones
es una proposicion meramente idéntica y que, por consiguiente,
entre y, z y w no hay implicita ninguna relacion independiente.

Para hallar los predicados de y, combinamos las proposicio-
nes segunda y tercera. Esto nos da

y<E+z+w)x(x+z+w)
esto es,
PLXXZXWHXXZXW+X.
En las premisas se dan dos relaciones entre x, z y w que son
zx W=<Xxy z x w<x. Para averiguar si hay o no implicita alguna

otra, eliminamos y entre la proposicion anterior y las premisas
primera y sexta. Esto nos da

XXZLXXZXWHWHX
XXW<LXXZXW+X+2Z.

La primera conclusién es vacia. La segunda es equivaente a
x x w=<Z, que es una tercera relacion entre x, z y w.

Todo lo implicito en las premisas relativo a las relaciones
entre x, y, z, w se puede resumir en la proposicion

0<LX+ZXWHYXZXW.

Parte III. La logica de relativos

1. Términos individuales y simples

De igual modo que hemos tenido que empezar el estudio de
la adicién y multiplicacion 16gicas considerando oo y 0, términos
que hubiéramos podido introducir en el dlgebra de la copula,
definiéndolos Gnicamente e? términos de la copula, sin el recur-
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sode + o x, pero que no lo hicimos por no tener alli ninguna
aplicacion, hemos de empezar el estudio de los relativos conside-
rando la doctrina de los términos individuales y simples, una
doctrina que solo hace uso de los conceptos de la logica
no-relativa, pero que aunque carece por completo de utilidad
en este apartado, es el fundamento del concepto de relativo y la
base de la forma de operar con el algebra de relativos.

El germen de la verdadera teoria de los términos individuales
y simples se halla en la Critica de la razén pura de Kant,
«Apendice a la dialéctica transcendental», donde él la establece
como un principio regulativo, segin el cual, si

a<b b<a,
entonces siempre es posible hallar un término x tal que

a<x x<b
x<a b=<x.

La distincion kantiana entre principio regulativo y principio
constitutivo carece de fundamento, pero esta ley de continuidad,
como ¢l la llama, debe ser aceptada como un hecho. La de-
mostracion de la misma, que he ofrecido en otra parte, se basa
en la continuidad del espacio, el tiempo y la intensidad de las
cualidades que entran en la definicién de un término. Si, por
ejemplo, decimos que Europa, Asia, Africa y Norteamérica son
continentes, pero no todos los continentes, sélo queda fuera
Suramérica. Pero podemos distinguir entre Suramérica tal y
como ahora existe y Suramérica en las primeras épocas geologi-
cas; podemos por tanto, considerar que x incluye Europa, Asia,
Africa, Norteamérica y Suramérica tal como es ahora, en cuyo
caso todo x es un continente, pero no todo continente es x.

De igual modo que en matematicas hablamos de infinitési-
mos y de infinitos, que son limites ficticios de la cantidad
continua, y todo enunciado que incluya tales expresiones tiene
su interpretacion en la doctrina de los limites, en logica pode-
mos definir un individuo, A, como un término tal que

A<O,
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pero tal que si
| x<A
entonces
x<<0.

Y del mismo modo, podemos definir el término simple, a, como
aquel término tal que

w0 =a,
pero tal que si

a<x
entonces

00 < X.

Los términos individual y simple, tal y como han sido defi-
nidos aqui, son limites ideales y todo enunciado acerca de uno
u otro ha de interpretarse con ayuda de la doctrina de los
limites.

Todo término puede ser considerado como una suma logica
ilimitada de individuos o como un producto ilimitado de simples;

del siguiente modo,

a=A1 +A2+A3+A4+A5+ etc.
a=A; xA,xA;x A, xAgx etc.

Vemos, pues, que un término simple es la negacion de uno
individual.

2. Relativos

Un relativo es un término cuya definicion describe qué tipo
de sistema de objetos es aquel cuyo primer miembro (que se
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llama relato) es denotado por el término, siendo lo normal que
se asignen nombres a los otros miembros del sistema (que se
llaman correlatos) para limitar aun mas la denotacion. En tales
sistemas el orden entre los miembros es esencial, de suerte que
(A, B, C) y (A, C, B) constituyen sistemas dlstlntos Pongamos
como ejemplo de relativo ‘comprador de— — —por— — — —a/;
podemos adjuntar a éste tres correlatos del siguiente modo
‘comprador de todo caballo de cierta clase por un buen precio
a su propietario’.

A un relativo de un solo correlato, tal que el sistema que
presupone sea un par, se le puede dar el nombre de relativo
dual; a uno de mas de un correlato, el de relativo plural. De un
término no-relativo se puede decir que es un término de referen-
cia singular.

Todo relativo, como todo término de referencia singular, es
general; su definicion describe un sistema en términos generales
y, en tanto que general, puede ser considerado como una suma
logica de relativos individuales o como un producto logico de
relativos simples?®. Un relativo simple se refiere a un sistema
cuyos miembros son todos ellos individuales. Las expresiones

(A:B) (A:B:CO)
pueden designar relativos individuales. Tomando, por ejemplo,

relativos individuales duales, podemos disponerlos a todos en
un cuadro infinito del siguiente modo

A A A:B A:C A:D A:E etc.
B:A BB B C B:D BEE etc.
C:A C:B (@ @ C:D C:E etc.
D:A D:B D:C D:D D:E ete.
E:A E:B E:C E:D EE etc.
e etc. ete. ete:

tc. etc._

Del mismo modo, los relativos individuales triples se pueden
disponer en un cubo, y asi sucesivamente. La suma logica de

2> En mi Logic of Relatives (1870) he usado esta expresion (‘relativos
simples’) para designar lo que ahora llamo relativos duales.
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- todos los relativos de este cuadro infinito constituira el universo
‘relativo, oo, en el que

x<< 00,

cualquiera que sea el relativo dual x. No es preciso distinguir
el universo dual, el universo triple, etc., porque, anadiendo al
sisttema un miembro adicional completamente indefinido, se
puede convertir un relativo dual en un relativo triple, etc. Asi,
por ejemplo, en lugar de amante de una mujer podemos escribir
amante de una mujer coexistente con algo. Del mismo modo, un
término de referencia unica es equivalente a un relativo con un
correlato indefinido. Asi, mujer es equivalente a mujer coexisten-
te con algo. Por consiguiente, tendremos:

A=A:A+A:B+A:C+A:D+A:E+etc.
A:B=A:B:A+A:B:B+A:B:C+A:B:D+etc.

De la definicion de un término simple dada en la Gltima
seccion se deduce que todo relativo simple es la negacion de un
término individual. Pero mientras que en la logica no-relativa
la negacion divide el universo inicamente en dos partes, en la
logica relativa la misma operacion divide el universo en 2"
partes, donde n es el nimero de objetos del sistema supuesto
por el relativo; asi pues

co=A+A

wo=A:B+A:B+A:B+A:B

oo=(é:]_3:(_3)+(§:}_3:(_3)+(é:E:(_J)+(é:l_3:(_3)
+(A:B:C)+(A:B:C)+(A:B:C)+(A:B: Q).

Tenemos aqui

A=A:B+A:B; A=A:B+A:B;
A:B=A:B:C+A:B:C; A:B=A:B:C+A:B:C;
A:B=A:B:C+A:B:C; A:B=A:B:C+A:B:C

Se observara que un término que es individual cuando se lo
considera n-adico no lo es cuando se considera que es mas que
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-n-adico; pero un término n-adico cuando se lo convierte en
(m+ n)-adico es individual respecto a n miembros del sistema e
indefinido respecto a m miembros.

En lugar de considerar el sistema de un relativo como
ompuesto de individuos no-relativos, podemos concebirlo como
compuesto de individuos relativos. Asi, dado que

A=A:A+A:B+A:C+A:D+etc,
tenemos
A:B=(A:A):B+(A:B):B+(A:C):B+(A:D):B+etc.
Pero =
B=B:A+B:B+B:C+B:D+etc.;

de suerte que

A:B=A:(B:A)+A:(B:B)+A:(B:C)+A:(B:D)+etc.

3. Relativos conectados por transposicion de relato y correlato

A todo relativo dual tal como
[=2(A:B)=II(x:p),

‘corresponde otro que se denomina su converso,

k—I=2(B:A)=II1(B:a),

en el que relato y correlato han sufrido una transposicion. El
converso, k, es a su vez un relativo, siendo

k=Z[(A:B): (B:A)];

es decir, se trata del primero de un par que abarca dos relativos
duales individuales, cada uno de los cuales es el converso del
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otro. La conversa de la conversa es la propia relacion,
esto es,

k—k—I=I,
0, lo que es lo mismo,
kk=1.

Tenemos también

k—T=k—I
kX =Xk
kI =TTk.

En el caso de los relativos triples hay cinco transposiciones
posibles. Asi, si

b=Z%2[(A:B):C]
podemos escribir:

Ib =2[(B:A):C]
Jb Z[(A:C):B]

Kb =2[(C:B):A]
Lb =%[(C:A):B]
Mb=Z2[(B:C): A]

Tenemos aqui:

LM=ML=1
II =JJ=KK=1
IJ =JK=KI=L

JI =KJ=IK=M

IL =MI=J=KM=LK
JL =MJ=K=IM=LI
KL =MK=I=JM=LJ.
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Si escribimos a:b para expresar la operacion consistente en
poner A en lugar de B en el relativo original

b=X[(A:B):C]
entonces tenemos

:b+b:a+c:
ra+b:c+c:
:c+b:b+c:
:b+b:c+c:
c+b:a+c:
a+b:b+c:

| | | 1
Q 8 8 8 Q& Q
o SR 8 o0

En este caso tenemos
I+J+K=1+L+M,

que no implica
I+J+K)I=1+L+M)L

De modo similar, el relativo n-adico tendra (n! — 1) funciones
de transposicion.

4. Clasificacion de relativos

Los relativos individuales son de alguna de las dos formas
siguientes:

A:A A:B

y los simples son negaciones de alguna de estas dos formas.

Hay una infinidad de formas de relativo general, pero las
mas destacables son especialmente las que se enumeran a conti-
nuacion.
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Los relativos se pueden dividir en aquellos cuyos componen-
tes individuales son todos de la forma A : A y aquellos otros que
contienen términos individuales de la forma A :B. A los prime-
ros se les puede llamar concurrentes, a los segundos, oponentes.
Los concurrentes expresan una mera concordancia entre objetos.
Tal es, por ejemplo, el caso del relativo ‘hombre que es — —’,
pudiendo formarse a partir de cualquier término de referencia
singular relativos similares. Podemos representar este tipo de
relativo por medio del signo empleado para representar el tér-
mino de referencia singular seguido de una coma; asi, si (m)
significa ‘hombre’, (m,) significara ‘hombre que es —’. Del
mismo modo, una coma asociada a un relativo n-adico converti-
ra a éste en un relativo (n+ 1)-adico. Asi, siendo (/) ‘amante
de —’, (I,) sera ‘amante que es — de —’.

La negacion de un relativo concurrente sera un relativo cada
uno de cuyos componentes simples es de la forma A:A y la
negacion de un relativo oponente sera un relativo cuyos compo-

nentes son de la forma A :B.

También podemos dividir los relativos en aquellos que con-
tienen componentes individuales de la forma A:A y aquellos
que solo contienen componentes de la forma A : B. A los prime-
ros se les puede llamar auto-relativos, a los segundos alio-
relativos. También tenemos negaciones de auto-relativos y nega-
“ciones de alio-relativos.

Estas distintas clases mantienen entre si las siguientes rela-
ciones. Toda negacion de un concurrente y todo alio-relativo es
a la vez un oponente y la negacion de un alio-relativo. Todo
concurrente y toda negacion de un alio-relativo es a la vez un
auto-relativo y la negacion de un oponente. No hay mas que
un relativo que sea concurrente y a la vez la negacion de un
alio-relativo; es ‘idéntico a — —’. No hay mas que un relativo
que sea alio-relativo y a la vez la negacion de un concurrente;
es la negacion de aquél, esto es, ‘otro que — —’2*. Los siguien-
tes pares de clases son mutuamente excluyentes y se reparten
entre si el conjunto de los relativos:

24 : : » :
El relativo 0 debe ser considerado como un concurrente y un alio-relativo

d la_vez, y el relativo oo como la negacion de un concurrente y de un alio-

relativo. Las enunciaciones del texto necesitan ser modificadas hasta este punto.
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alio-relativos y auto-relativos;

concurrentes y oponentes;

_ negacmnes de concurrentes y negacmnes de oponentes;
‘negaciones de alio-relativos y negaciones de auto-relativos.

Ningl’m relativo puede ser a la vez un alio-relativo o la
negacion de un concurrente Yy, al mismo tiempo, un concurrente
o la negacion de un alio-relativo.

Podemos afiadir un punto y coma al simbolo de un relativo
para convertirlo en un alio-relativo de un orden superior. Asi,
(1;) significara ‘amante de — que no es — —".

Esto completa la clasificacion de los relativos duales basada
en la distincion entre las formas fundamentales: A:A y A:B.
Consideraciones similares aplicadas a los relativos triples darian
lugar a un desarrollo enormemente complicado, por cuanto que
aqui tenemos no menos de cinco formas fundamentales de
individuos, a saber,

(A:A):A  (A:A):B (A:B):A (B:A):A (A:B):C.

El nimero de formas individuales para el relativo (n+ 2)-adico
es: _

L) 3+~— G2 i=1) 4+-_ {(@"—1)
e 5+ A —D—4@—1)

— GlER ) A 6+ {6"-1-5¢"-1)
-I—10(4“——1)—10(3"—1)-1—5(2"-—1)}-7+etc.

Si llamamos a este numero fn tenemos

A"f0=f(n—1)
f0=1.
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La forma de calcularlo es

1
2 1
5 3 2
15 10 7 3
52 37 2 20 15
203 151 114 87 67 92

donde la linea diagonal es una copia nimero a numero de la
linea vertical, hasta donde se ha computado ésta?.

Los relativos también pueden clasificarse conforme al grado’
general de complecion del cuadro anteriormente mencionado,
cubo, etc., que presenten. En primer lugar, tenemos aquellos
relativos en cuyo cuadrado, cubo, etc., toda linea de una cierta
direccion en la que hay un solo individuo estd completamente
llena. Tales relativos pueden denominarse completos respecto al
relato o al primer, segundo, tercer, etc. correlato. Los relativos
duales que equivalen a términos de referencia singular son
completos respecto a su correlato.

Un relativo puede ser incompleto con relacion a cierto
correlato o a su relato y, no obstante esto, puede ocurrir que
todo individuo del universo entre de algin modo en dicho
correlato o relato. Un relativo asi se puede decir que es ilimitado
en relacion al correlato o relato en cuestion. Asi, el relativo

A:A+A:B+C:C+C:D+E:E4+E:F+G:G+G:H, etc.

“es ilimitado respecto a su correlato. La negacion de un relativo

illimitado sera ilimitada salvo que el relativo tenga como compo-
nente un relativo que sea completo respecto de cualquier otro
relato y correlato distinto de aquel respecto al cual el relativo
en cuestion es ilimitado.

Un relativo totalmente ilimitado es aquel que es ilimitado
respecto al relato y a todos los correlatos. Un relativo totalmen-
te ilimitado en el que cada letra entra solo una vez en el relato
Y una vez en el correlato recibe el nombre de sustitucion.

25 Tales ntimeros son cada quinto de la serie siguiente: T — 7310, =3, 2"
L S NS e IS BT () TS w1500 2T =37 D S deonde i E UL s =ty
Pero s6lo llega hasta el 203, careciendo por tanto de valor.
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Ciertas clases de relativos se caracterizan por la presencia o
- no presenca de ciertos componentes individuales relacionados de
una forma determinada con otros que son instancias. Se puede
denominar ciclo a un conjunto de relativos duales individuales,
cada uno de los cuales tiene por relato el correlato del ultimo,
siendo considerado el Ultimo de todos como precedente del
primero de todos. Si en el ciclo hay n términos individuales, se
puede decir que es un ciclo de n¥™° orden. Asi, por ejemplo,

A:B B:C C:D D:E E:A

puede decirse que es un ciclo de quinto orden. Ahora bien, si
un relativo es de tal naturaleza que de un ciclo de n*™ orden
del que contiene m términos, también contiene los (n—m)
restantes, se puede decir que es un relativo ciclico de n™ orden
y m¥™° grado. En cambio, si de un ciclo de n¥™ orden del que
contiene m términos faltan los (n —m) restantes el relativo puede
decirse que es un relativo anticiclico de n*™ orden y m®™ grado.

Todos los componentes individuales de un relativo ciclico de
primer orden y primer grado son de la forma A :A. El relativo
ciclico de segundo orden y primer grado se denomina equiparan-
te, en tanto que contrapuesto al disquiparante.

Una clase de relativos enormemente importante es la de los
transitivos, es decir, la de aquellos relativos en los que para cada
par de términos individuales de las formas (A:B) y (B:C)
siempre se da un término de la forma (A :C).

5. La composicion de relativos

Supongamos un par de relativos, bien individuales, bien
simples, en los que el relato o correlato del primero sea idéntico
al relato o correlato del segundo o de su negacion. Este par de
relativos seria entonces de alguna de las dieciséis formas siguientes:

(A:B)(B:C) (A:B)(B:C) (A:B)(B:C) (A:B)(B:C)
(A:B)(C:B) (A:B)(C:B) (A:B)(C:B) (A:B)(C:B)
B:A)B:C) (ﬂ)(B:C) (B:A)(B:C) (B:A)(B:0O)
(B:A)(C:B) (B:A)(C:B) (B:A)(C:B) (B:A)(C:B)
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Ahora bien, sobre cada uno de esos dieciséis pares de relativos,
podemos concebir una operacién de tal naturaleza que genere
alguna de las cuatro formas (A:C), (A:C), (C:A), (C:A). Por
tanto, tendremos en total sesenta y cuatro operaciones.

Podemos simbolizarlas de la siguiente forma. Supongamos
que

A:B (|) B:C=A:C;

esto es, que (||[) representa una operacion tal que esta formula
vale necesariamente. Las tres lineas del signo que simboliza esta
operacion se refieren respectivamente al primer relativo sobre el
que se ha operado, al segundo, y al resultado. Cuando alguna
de estas lineas es reemplazada por un guién (—), la operacion
simbolizada es tal que en la férmula anterior se debe escribir la
negacion del relativo correspondiente. Asi, por ejemplo

A:B (—|) B:C=A:C.

Del mismo modo podemos suponer que un semicirculo (V)
significa que se ha de tomar el converso del relativo correspon-
diente. El guién y el semicirculo se pueden emplear a la vez.
Por consiguiente, si escribimos el simbolo de un relativo con un
semicirculo o curva sobre él para representar el converso de
dicho relativo, tendremos, por ejemplo

A:B (u]) B:C=A:C.

Una combinacioén de relativos a y e, tomados en este orden,
€s equivalente a otras formadas a partir de ésta por medio de
la introduccion de alguno de los siguientes cambios:

Primero. Poner una raya recta o curva sobre a y trocar el
primer grafismo del signo de operacion del modo correspondien-
te, que no es sino el siguiente:

para 4, | por U 0 — por U o conversamente,
para a, | por — o U por U o conversamente,
para a, [ por Y 0 — por U 0 conversamente.
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Segundo. Introducir modificaciones simultaneas similares en
e y en el segundo grafismo.

Tercero. Trocar el tercer grafismo de | por — y U por U o
conversamente y, simultineamente, escribir el simbolo de nega-
cion sobre la expresion total.

Cuarto. Trocar el tercer grafismo de | por U 0 de — por U
O conversamente e intercambiar a y e y también el primer y
segundo grafismos.

Hasta ahora so6lo hemos definido el resultado de las sesenta
y cuatro operaciones cuando ciertos miembros de los relativos
individuales sobre los que se opera son idénticos. Cuando tales
miembros no son idénticos, podemos suponer que la operacion
|l| da lugar, bien al primer relativo, bien al segundo, bien a 0.
No podemos suponer que da lugar a co por una razén que se
vera mas adelante. Elijamos la formula

A:B (||) C:D=0.

Las otras operaciones que quedan excluidas se incluirdn de
un modo que luego veremos. Por medio de las reglas de
equivalencia, de esta formula se deducira que todas las opera-
ciones en cuyo simbolo no figure un guion en el tercer lugar
también daran lugar a 0 en idénticas circunstancias, en tanto
que todas las demas daran como resultado 0 o .

Hasta ahora s6lo hemos definido el resultado de las sesenta
y cuatro operaciones sobre términos individuales o simples.
Para ampliar las definiciones a otros casos, supongamos en
primer lugar que las reglas de equivalencia tienen una validez
general y, en segundo lugar, que

Sia<b y c¢<d entonces a(|)e<b(|||)d
0 que
(@<b) x (c<d)<{a () c<b () d}.

Entonces, esta regla regird en todas las operaciones en cuyos
simbolos el primer y segundo lugares concuerden con el tercero
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en cuanto a tener o no tener guiones. Para el caso de aquellas

primer

operaciones en cuyos simbolos el { } simbolo no con-

segundo
b<a
d<c

} en lugar de la
} de esta regla. De este modo, las sesenta y

cuerda con el tercero hemos de escribir {

a<b

expresion
{c<d
cuatro operaciones se pueden dividir en cuatro clases segun la

regla que sigan de las cuatro asi producidas.

Se ve ahora que los guiones son los Uinicos signos que tienen
relavancia en relacion con la regla que sigue una operacion. En
consecuencia, hemos de rechazar todas aquellas operaciones
cuyos simolos contengan sefiales curvas, con lo que s6lo queda-
ran ocho. Para esas ocho valen las siguientes formulas:

A:B () B:C=A:C A:B (|-) B:C=A:C
A:B (—|) B:C=A:C A:B (—|-) B:C=A:C
A:B (|—)) B:C=A:C A:B (—-)B:C=A:C
A:B(——|)B:C=A:C A:B(———)B:C=A:C
A:B () C:D=0 A:B (J|-) C:D=o
A:B (—|) C:D=0 A:B (—|-) C:D=o0
A:B (|—|) C:D=0 A:B (|——) C:D=cw
A:B(——|)C:D=0 A:B(———)C:D=w
(a<b)x(c<d)<{a (I) c<b () d}

(a<b) x (c<d)<{a(— — =) c<b(— — —)d}

(b<a)x(c<d<{a (=) c<b (=) d}
(b<a)x(c<d)<{a (|——) c¢<b (|——) d}
(a<b)x (d<c)<{a (=) c<b (-] d}
(a<b) x (d<c)<{a (—|—) ¢<b (—|—) d}
(b<a)x (d<c)<{a (——|) ¢<b (——|) d}
(b<a)x(@<c)<{a (I-) c<b (=) d}.

Como considerar un niimero tan elevado de operaciones dis-
tintas puede resultar incomodo, podemos rechazar una de las
mitades de éstas de forma que nos quedemos con una de cada
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una de las cuatro reglas. Mantendremos, por tanto, cuatro, a
las que podemos asignar los siguientes nombres y simbolos:

a () e=ae Multiplicacion externa o relativa.

a(|— —)e="%  Involucion regresiva.
a(—|—)e=a*  Involucién progresiva.
a(— —|)e=a-e Transadicion®®.

Tenemos entonces la siguiente tabla de equivalentes, nega-
ciones y conversos?’:

X X X X
ae =ac-e at =% éd =e-°a et =°a
aé =% ae=ace ea =ée" ea=e°d
do —q° ae=ace et =% ed=¢é-a
ace=ae at =% eeced=ea e =%

Si | representa ‘amante’ y s ‘sirviente’, entonces

I, significa todo lo que es amante de un sirviente de —,
I todo lo que es amante de todo sirviente de —,

todo lo que es en todos los respectos (en los que ama)
amante de un sirviente,

lo . todo lo que no es un no-amante solo de un sirviente

de — —
o todo lo que no es amante de nada salvo de los

sirvientes de — —
o todo lo que de algin modo es un no-amante de alguna

cosa fuera de los sirvientes de — —.

26 1 as tres primeras fueron estudiadas por De Morgan («On the Syllogism”
n.° IV); la Gltima es nueva. Los nombres dados a las tres primeras (salvo ©
adjetivo externa, sugerido por la operacion de Grassmann) se encuentran ya en

mi Logic of Relatives. .
27 De Morgan ofrece una tabla similar a ésta. Naturalmente, la suya no

tiene la simetria de ésta, al no conocer él la cuarta operacion.
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6. Meétodos del algebra de relativos

El método universal de esta algebra es el método de los
limites, consistente en sustituir ciertas letras por una suma de
relativos individuales o producto de relativos simples infinitos;
de este modo, resultan posibles ciertas transformaciones que de
otro modo no podrian efectuarse.

Para la aplicacion de este método resultan indispensables los
siguientes teoremas:

Primero: [|A:B=](A:B)+kB.

Como B equivale al término relativo que comprende todos
los relativos individuales cuyos relatos no son B, puede resultar
util emplear, como aqui se hace, kB para expresar el agregado
de todos los relativos individuales cuyo correlato es B. Para
demostrar esta proposicion, observamos que

[A:B=T(A:B).

Pero I(A :B) s6lo contiene relativos individuales cuyo correlato
es B, y, de entre ellos, aquellos que no estin incluidos en
(A :B). Por consiguiente la negacion de T(A : B) contiene todos
aquellos relativos individuales cuyos correlatos no son B, junto
con todos los contenidos en /(A :B). Q.E.D.

Segundo: A:Bl=(A:B)I+A.

Aqui A se emplea para denotar el agregado de todos los
relativos individuales cuyos relatos no son A. Esta proposicion
. se demuestra como la anterior.

Tercero: A:B'=(A:B)I+A.
Esta se desprende de la segunda proposicion, porque

A:B'=(A:BY
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Cuarto: 'A:B=I(A:B)+kB.

Otro método de operar con el algebra es hacerlo por medio de

negaciones. Este resulta completamente imprescindible cuando,

como en este trabajo, las operaciones se definen mediante ellas.
Para ilustrar el uso de tales métodos, investiguemos las rela-

-ciones de 'b y I” con Ib cuando | y b son relativos totalmente

ilimitados. Escribamos
[1=%,(L;:M,) b=%;(B;:C)).
Entonces, por las reglas de la ultima seccion
'b<L:Mp [P<IB:C;
por lo que, por las proposiciones anteriores segunda y tercera,
'b<(L;:M,)b+L; P<I1(B;:C;)+kB;.
Pero, por la primera regla de la Gltima seccion,
(L;: M,;)b<Ib [(B;: C)<Iib;
de donde se deduce |
'b<Ib+L, I’<1b+kB;.
Habra proposiciones como éstas para los distintos valores de i

y de j.
Tomando juntas las de los diferentes conjuntos, tenemos

'‘b<Ib+1II,L; I’<Ib+TI;kB;.

Pero
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y como los relativos son ilimitados,

de donde se deduce
'b<1b P<Ib.

De igual modo, no es dificil mostrar que, si las negaciones de |
y b son totalmente ilimitadas,

P<l-b 'h<lb.

7. Las formulas generales para los relativos

Las principales formulas de esta algebra se pueden dividir en
formulas de distribucion y formulas de asociacion. Las primeras
son aquellas que nos ofrecen el equivalente de un relativo
compuesto por una suma o producto de dos relativos en térmi-
nos tales que separan estos dos relativos. Las formulas de
asociacion son aquellas que nos ofrecen el equivalente de un
relativo A compuesto por un compuesto de B y C en términos
de un compuesto de A y B compuesto con C.

I. FORMULAS DE DISTRIBUCION

1. AFIRMATIVAS

1. Formulas simples

(a+b)c =ac+bc a(b+c) =ab+ac
(axb) =a‘xb° a’ts —a’xa
S eREN o H(b <o =Dre‘e

(axb)ec=(a-c)+(b-c) ae(bxc)=(a-b)+(a-c)
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11. Desarrollos

(axb)c =II,{a(cxp)+b(cxp)}
(a+b)y =X {a**Pxb*?}

@De =%, {4(c+p)x"(c+P))
(@a+b)ec=I,{a°(c+p)+b°(c+p)}
a(bxc) =II,{(axp)b+(axp)c}
ai =2p{(a+p)bx(a+p)c}
“(b+c) ___Ep{aXpbxaxPC}
a°(b+c)=II,{(a+p)°b+(a+p)°c}

2. NEGATIVAS

1. Formulas simples

(a+b)c =_a_c><% a(b+c) =ab x ac
(axby =a‘+b @c —ata
atbe  —acybe a(bxc) =%+
(@xb)ec=a-cxb-c ac(bxc)=aecbxa-c

1. . Desarrollos

(axb)c =X, {a(cxp)xb(cxp)}
(a+b)y =IL{a**P+b°"F}

@B =T,{*(c+p)+"(c+p)}
(a+b)oc=X,{a-(c+p)xb°(c+D)}
a(bxc) =X,{(axp)bx(axp)c}
a*c  =I{(@a+p)+(a+p)}
*(b+c) =IL,{**Pb+***c}
a(b+c)=E,{(a+p)°bx(a+p)e-c}
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II. FORMULAS DE ASOCIACION

1. AFIRMATIVAS

i. Formulas simples

. %((bc) =a(bc) =(ab)c =(ab)
ae(boc)=a®°® =6@Yc =(gob)oc
m — q©) =( ab)c =( ab) c
“(boc) =a(bec)=(b)> =k
a) =°0) =(b) =(b)c

a® —a-(’c) =(@)°c =)
aCc) =°Cc) =“Yec¢ =(ab)-c
a® =a-(b°) =(ab)c=(a-b)*

ii. Desarrollos

(A y E son componentes individuales y « y ¢ componentes
simples de a y e. Las sumas y productos son relativos a tales
elementos y componentes. Las formulas son de cuatro clases y
para cualquier relativo ¢ valen o bien todas las formulas de la
clase 1 o bien todas las de la 2 y, asi mismo, o todas las dela 3 o

todas las de la 4. -

CLASE 1.

a(bc) ="(bc) =TI{(*b)c} =T1{(*b)}
a®  =go(bc)=2{(a°b)}=Z{(x°b)c}
a-(b)=a® =TM{ob)c} =T{()}
“(b) =a(’) =Z{Ab)} =Z{(Ab)c}
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CLASE 2.

(cedje=(-d)* =n{ce(dE)} =TI{c“®}

Dy —(cod)ce=Z{cY)} =3{c-(%)}

(Doe =e —TI{c~(d°g)} =M {c%9}

() =(e =Z{c} =Z{c-(d")}
CLASE 3.

a®9 —ao(bec)=2{"c} =Z{()c}
a(bec)="(bc) =II{(Ab)-c}=T1{*"c}
9Ce) =ale) =Z{Wc}  =Z{Eb)-c}
lm =q®  =TI{aeb)ec}=I1{Vc}

CLASE 4.

@e  =(cd)ee=2{°(d-e)}=2{c(d~¢2)}
(cd)e =(cd)® =T{c(d®)} =I1{°(d")}
(d)¢ =(de =Z{°(dE)} =Z{c(dE)}
(d)ce= % =I{c(%)} =I1{()}

Las formulas negativas se derivan de las afirmativas por el
simple procedimiento de borrar o trazar lineas sobre todos y
cada uno de los miembros de cada ecuacion.

Para ver las reglas generales seguidas por estas formulas, es

preciso que nos imaginemos las operaciones simbolizadas por
tres grafismos, como al comienzo de esta parte. Podemos de-
nominar a la operacion que une las dos letras del interior del
paréntesis operacion interior y a la que une la totalidad del
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paréntesis a la tercera letra, operacion exterior. Por grafismos-

: > . |siga

junctores entenderemos, en el caso de que el parentesis
preceda

prlmero} del simbolo de la

a la tercera letra, el grafismo {
segundo

segundo

operacion interior y el grafismo { } del simbolo de la

primero

operacion exterior. Sirviéndonos de tales expresiones, podemos
decir que el grafismo-junctor exterior y el tercer grafismo de la
operacion interior siempre pueden intercambiarse. Cuando son
idénticos, estamos ante una formula de asociacion simple. Dicha
formula consiste en la posibilidad de intercambiar simultanea-
mente los grafismos-junctores, los terceros y la exterioridad o
interioridad de las dos operaciones. Cuando el grafismo-junctor
exterior y el tercero de la operacion interior son distintos,
estamos ante una formula de asociacion evolutiva. La expresion
general de esta formula se obtiene haciendo los mismos inter-
cambios que en las formulas simples y luego cambiando a por
A en caso de que, tras esos intercambios, aparezcan ab o °b en
el paréntesis, a por a, en caso de que aparezcan a’ 0 a°b, e por
E en caso de que lo haga de o d°, y e por & si es ‘e o dee lo
que aparece. Cuando el tercer grafismo del simbolo de opera-
cién exterior es afirmativo, el desarrollo es una suma; cuando
es negativo, es un producto continuo.

En la primera mitad de las férmulas, el segundo grafismo
del signo de la operacion interior es una linea en la clase 1y
un guion en la clase 3. En la segunda mitad, el primer grafismo
del signo de la operacion interior es un guion en la clase 2 y una

linea en la clase 4.



