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LA LOGICA DE RELATIVOS

Un término relativo diadico como, por ejemplo, «amantey,
«benefactor», «sirviente», es un nombre comun que designa un
par de objetos. De los dos miembros del par, el determinante
es generalmente el primero, y el determinado el segundo, de
suerte que si se cambia el orden, el par no se considerara ya el
mismo.

Sean A, B, C, D, etc., todos los objetos individuales del
universo; entonces todos los pares individuales pueden disponer-
se en un cuadro del siguiente modo:

A:A A:B A:C A:D etc.
B:A B:B B:C B:D etc.
C:A C:B € C C:D etc.
D:A D:B D:C D:D etc.
etc. etc. etc. etc. etc.

Un relativo general puede considerarse como un agregado
l6gico de algunos de tales relativos individuales. Supongamos
que | denota «amante», entonces podemos escribir

I=%,%; (D;;A:J),

en donde (l);; es un coeficiente numérico, cuyo valor es 1 en
el caso de que I sea un amante de J y 0 en el caso contrario, y
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en donde las sumas han de tomarse por todos los individuos del
universo.

Todo término relativo tiene una negacion (lo mismo que
cualquier otro término) que puede representarse trazando una
linea recta sobre el signo del propio relativo. La negacion de un
relativo incluye todo par excluido por éste y viceversa. Todo
relativo tiene también un converso, que se obtiene cambiando el
orden de los miembros del par. Asi, el converso de «amante» es
«amado». Este converso puede representarse trazando una linea
curva sobre el signo del relativo, asi: I. Se define por la
ecuacion siguiente: |

(zjsz(l)ﬁ-
Las siguientes formulas, aunque obvias, son importantes:

T=1 [=1 [=T 3
(I<b)=(B<]) (1<b)=(<D).

Los términos relativos pueden agregarse y componerse como
los demés. Empleando + como signo de agregacion logica y la
coma como signo de composicion logica (la multiplicacion
booleana, que aqui ha de llamarse multiplicacion interna o
no-relativa), tenemos las definiciones

(I+b);j=(D);;+ (b);;
(I, b);; =) x (b);;-

Sin embargo, la primera de esas ecuaciones ha de entenderse de
un modo peculiar, por cuanto que el signo + del segundo
miembro no es una adicion en sentido estricto, sino una opera-
cion por la que

0+0=0 0+1=1+0=1+1=1.

En lugar de (I);;+(b);;, se podria escribir con mas exactitud

0°(1);;+ ().
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Las princiiales formulas de agregacion y composicion son:

Si I<sy b<<s, entonces [+ b<s.
Si s<ly s<b, entonces s<<I, b.

Si [+ b<s, entonces [<s 'y b<s.
Si s<, b, entonces s<@ y s<<b.

{(l+b),s-<l,s+b, S. }
(I+5), (b+s5)<@, b+s.

En cuanto a las fébrmulas subsidiarias, como son las mismas
que las de la logica no relativa, no es preciso que las expon-
gamos.

Llegamos ahora a la combinacion de relativos. Representa-
mos dos de tales operaciones mediante simbolos especificos; a
saber, escribimos

Ib para amante de un benefactor

I+b para amante de todo menos de los benefactores.

La primera se dice que es una combinacion particular porque
implica la existencia de algo amado por su relato y un benefactor
de su correlato. En cambio, la segunda se dice que es universal,
ya que implica la no-existencia de cosa alguna, salvo de lo que
o bien es amado por su relato o bien es un benefactor de su
correlato. La combinacion b se denomina producto relativo, la
I+b la suma relativa. De [ y de b se dice que no estan distribui-
dos en ninguna de ambas, ya que si [<s, entonces [b<sb y
Itb<stb; y si b<s, entonces Ib<Is y ITb<ITs.
Ambas combinaciones se definen mediante las ecuaciones

(lb)u = Zx(l)ix (b)xjs
(11 0)ij=TL{(Dix + (B)s)-

El signo de adicion de la dltima férmula tiene el mismo sentido,
que en la ecuacion que define la multiplicacion no-relativa.
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La adicion y la multiplicacion relativas estan sujetas a la ley
asociativa. Esto es:

It (bFs)=(Tb)Ts,
I(bs) =(Ib)s.

[ (bts)<Ibts,
(I1b)s< Itbs,

son dos formulas tan frecuentemente empleadas que dificilmente
puede hacerse nada sin ellas.

La primera afirma que todo lo que es amante de un objeto
que es benefactor de todo menos de un sirviente esta con todo
lo que no sean sirvientes en la relacion de amante de un
benefactor. La segunda afirma que todo lo que estd con un
sirviente en la relacion de amante de todo lo que no sean sus
benefactores es un amante de todo menos de los benefactores
de los sirvientes. Las siguientes formulas son obvias y triviales:

Is+bs<< (I-i—b)s,
I, bts< (Its), (bTs).

En cambio, no son obvias, aunque si importantes, estas otras:

(I+b)s<< Is+bs,
(Its), (bTs)<I, bts.

Hay algunas férmulas de desarrollo curiosas. Tal es el caso
de

(L b)s =IL{l(s, p)+b (s, p)}
I(b,s) =IL,{{, p)b+ (., p)s}
(+b)ts=Z,{[It (s+p)], [bF (s+D)]}
It (b+5)=Z,{[(!+p)1b], [(+p)Ts]}.

Las sumas y multiplicaciones denotadas por X y II han de ser
tomadas en sentido no relativo y todos los términos relativos
han de ser sustituidos sucesivamente por p.
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Las negaciones de las combinaciones siguen las siguientes
reglas:

Las conversas de las combinaciones son las siguientes:

I+b=I+b I b=I b
I+b=b+T Ib=bl.

Los relativos diadicos individuales son de dos tipos:
A:AyA:B

Los relativos que no contienen ningin apareamiento de un
objeto consigo mismo se llaman alio-relativos por contraposi-
cion a los auto-relativos. Las negaciones de alio-relativos apa-
rean todo objeto consigo mismo. Los relativos que no contienen
ningin apareamiento de un objeto con otra cosa que él mismo
se llaman concurrentes por contraposicion a los oponentes. Las
negaciones de concurrentes aparean todo objeto con cualquier
otro. |

No hay mas que un solo relativo que aparee cualquier objeto
consigo mismo y con todos los demas. Es el agregado de todos
los pares y se representa mediante co. Se lo traduce al lenguaje
ordinario mediante la expresion «coexistente con». Su negacion
es 0. No hay mas que un solo relativo que aparee todo objeto
consigo mismo y con ninguna otra cosa. Es

(A:A)+B:B)+(C:C)+etc.;
se representa mediante 1 y en el lenguaje ordinario se lo traduce
por «es idéntico con ——». Su negacidn representada mediante n

€s «otro que» o «noy.
Cualquiera que sea el término relativo x, tenemos

0<x x~< 0.
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Por consiguiente, es evidente que

x+0=x X, 00=X
X+ o00=00 x, 0=0.

Las Gltimas formulas valen para las operaciones relativas; por
tanto,

xtoo=00 x0—0
60 X =00 0x=0.

Las formulas
x+0=x X, 0=X

también valen si sustituimos co por las operaciones relativas y
también por 1 y 0 por n; por tanto tenemos

xtn=x xl=x
ntx=x 156 =5¢:

También tenemos
l+1=00 1, 1=0,

a las que corresponde en parte el siguiente par de importantisi-
mas formulas:

1<t I<n.

La logica de relativos es enormemente multiforme; se carac-
teriza por sus innumerables inferencias inmediatas y por las
diversas conclusiones distintas susceptibles de ser derivadas de
los mismos conjuntos de premisas. Un ejemplo de la primera de
estas caracteristicas nos lo ofrece Mitchell con su Fy, siguiéndo-
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se de F,,. Como ejemplo de la segunda, consideremos las
premisas:

Todo hombre es amante de un animal

Toda mujer es amante de un no-animal.

A partir de ellas podemos inferir igualmente que

Todo hombre es amante de algo que estd con cada mujer
en la relacion de no ser la Unica cosa amada por ella, y que

Toda mujer es amante de algo que esta con cada hombre
en la relacion de no ser la unica cosa amada por él.

Toda mujer es amante de algo que esta con cada hombre en
la relacion de no ser la Unica cosa amada por él.

La consecuencia que se sigue de estas peculiaridades es que
esta algebra no puede estar sujeta a reglas tan solidas y firmes
como las del calculo booleano y que todo lo que se puede hacer
aqui es dar una idea general de la forma en que se puede operar
con ella. FEl estudiante debe empezar por desconfiar de la idea
de que los instrumentos clave del algebra son las operaciones
inversas. El algebra general apenas conoce operacion inversa

alguna. Cuando una operacion inversa se identifica con una

directa con una cantidad inversa (como se identifica la sustrac-
cion con la adicion de la negacion y la division con la multi-
plicacion por la reciproca) puede ser un instrumento util; de lo
contrario es casi siempre inutil. En el algebra ordinaria habla-
mos del «valor principal» del logaritmo, etc., que no es sino una
operacion directa resultado de sustituir una operacion inversa
indefinidamente ambigua. Sin embargo, la eliminacion y trans-
posicion dependen en realidad en este algebra de formulas
completamente andlogas a las formulas

x+ (—x)=0 xx = =

del algebra aritmética. Tales formulas son

[, 1=0 [T<n
I+1=00 1111

e e P - M ERE B



La logica de relativos : ' 155

Por ejemplo, para eliminar s de las proposiciones.

b

1<Is 1<sb,

multiplicamos una por otra en tal orden que queden juntas las
s's de ambas y luego aplicamos la segunda de las formulas
anteriores, del siguiente modo:

1<Issb<Inb.

Este ejemplo muestra la utilidad de las féormulas asociativas para
juntar letras. Otras formulas que también tienen gran interés
desde este punto de vista son las siguientes:

0

(btDs<btls b (ITs)<blfs.

Las formulas distributivas también son utiles para este pro-
posito.

Una vez que la letra que habia de eliminarse ha sido
reemplazada por alguno de los cuatro relativos —0, oo, [, n
—generalmente, el relativo que la reemplaza puede ser elimina-
do mediante alguna de las féormulas siguientes:

1+0=1 I, co=I
Itn=ntl=] n=1l=1.

Cuando sélo tengamos que habérnoslas con proposiciones
universales, convendra traspasar todo del sujeto al predicado
con objeto de convertir al sujeto en 1. Asi, si lo que se nos da
es [<b, podemos afiadir [ en ambos lados, con lo que tendremos

1<ItT<btT .

Toda proposicion estara por tanto en una de las dos formas
siguientes:

1<b7l 1<bl.
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En una proposicion de la forma 1<btl, es correcto (1) transpo-
ner los términos y (2) sustituirlos por sus conversas. Asi, las
siguientes proposiciones son equivalentes:

1<btl 1=<ith 1=<bil 1<I1b.

En una proposicion de la forma 1<bl, lo Ginico que podemos
hacer es sustituir el predicado por su conversa resultando 1<1b.

Con tres términos hay cuatro tipos de proposiciones univer-
-sales, a saber:

1<Ithts 1<i (bts) 1<Ibts 1<Ibs.

De estas cuatro formas, la tercera es una inferencia inmediata
de la segunda.

A modo de ilustracion, podemos resolver los silogismos
cuyas premisas son las proposiciones de primer orden mencio-
nadas en la Nota A. Sean a y ¢ términos de clase, y sea f un
grupo de propiedades. Sea p el relativo «poseer como propie-
dad». Los términos no-relativos han de ser considerados como
relativos —interpretando, por ejemplo, a como «coexistente
con» y d como «coexistente como un a que es». Entonces las
seis formas de proposiciones afirmativas de primer orden son

1<dtpth 1<d(tp) = 1<(atp)B
1<dptp 1<dtpp 1<app.

Los diferentes tipos de silogismo son los siguientes:

1. Premisas: 1<dtptp 1<¢&tptp.

Sustituyamos por su conversa una de las premisas y multipli-
quemos,

1< (@tptp) Btpte)<atptpBipte<
dtptntpte<dtptpte.

El tratamiento seria el mismo caso de que una o las dos premi-
sas fueran negativas, esto es, contuvieran p en lugar de p.
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2. Premisas: 1<dfptp 1<E(pth).

Tenemos

1< (@tptp) Btp)e<(@tptpe.

y lo mismo ocurre con las negaciones.

3. Premisas: 1<d (p1p) 1<& (1P
1<d (pth) (BTPec<d (pTp)c.

y lo mismo ocurre con las negaciones

4. Premisas: 1<dtp°p 1< (¢tp)B.
1< (atp°BB Fte)< (@tptBB) Ffo)
<(@tp) @to)-

" Si una de las premisas, por ejemplo la primera, fuera negativa,
obtendriamos una conclusion similar:

1< (@tp) @Te);
pero de ella se podria a su vez eliminar p, resultando

[=anic " 0F ad=(C.
5. Premisas: 1<d(ptp) 1< (¢1p)B.
1<d (ptB)B@Tc)<dp (PTo).

Si alguna de las dos premisas fuera negativa podria eliminarse
p, resultando 1<dc, o algin a es c.

6. Premisas; 1<(atp)p 1<(CT p)B
| < (@tp)pB(tc)< (@tp)n (fe)

7. Premisas: 1<dtptB 1<¢ptp.

1< (@tptB) (Btpe)<atp®pe.
8. Premisas: 1<d (ptp) 1<cptp.

1<d (ptp) (Btpc)<d (ptpe).

9. Premisas: 1< (atp)p 1<cptp.
1< (@tp)B(BTpc)< (atp)pe.
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S1 una premisa es negativa, tenemos la conclusion tltima 1 <dec.

10. Premisas: 1<dptp 1<¢ptpB.
1< (aptp) (BtPc)<dpTtpc.

11. Premisas: 1<dtptp 1<¢tpp.
1< @tptPh) (Brtc)<(dtp)pte.

También podriamos concluir

1<afptnpic;

pero esta conclusion es una inferencia inmediata de la otra; dado
que

@tp)pte< @tp) (Itwpte< @p)l tnpte<atpinpte.

Si una de las premisas es negativa, tenemos como conclusién
final 1<ate.

12. Premisas: 1<d(ptp) 1<¢tpp.
1<Ld (ptp) (Bptc)<d (ppto).

Si una de las premisas es negativa, tenemos como inferencia
final

1<dc.

13. Premisas: 1< (atp)f  1<¢ctpp.
I<@tp)B(bptc)< (atp) (mptc).

14. Premisas: 1<dptf 1<ctpp.
1< (aptPh) (Bptc)<dppte.

Si una de las premisas es negativa, tenemos la falsa inferencia
I<antec.

15. Premisas: 1<dtpf 1<¢étpp.
1< (@tpP) (Bptc)<dtp (npto).
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También podemos inferir

1< (@ftpmpte.

16. Premisas: 1<dtp®f 1<cpp.
1< (a@tptB)Bpc< (dtp)pe.

Si una de las premisas es negativa, podemos inferir finalmente
1<ac.

17. Premisas: 1<d (ptB) 1<¢pB.
1<d (ptB)Bpc<dppc.

Si una de las premisas es negativa, tenemos la falsa conclusion
final 1<dnc.

18. Premisas: 1< (dtp)p 1<cpp.
1< (@tp)BBpc< (atp)npe.

19. Premisas: 1<dptp 1<¢pp.
1< (dpt B)Bpc<dppc.

Si una de las premisas es negativa, concluimos finalmente
1<anec.

20. Premisas: 1<dtpB 1<¢pp.
1< (@tpP)Bpc< (atpn)pc.

21. Premisas: 1<dpp 1<¢pp.
1 <dppBpc<dpnpc.

Cuando tenemos que tratar con proposiciones particulares,
tenemos la proposicion c0<0 o, lo que es lo mismo, «algo
existeyn, pues toda proposicion particular implica esto. Entonces
toda proposicion particular puede expresarse en alguna de las
Cuatro formas siguientes:

00 <0110
00 << (0t])oo
00 <0Tloo
00 <00l co.
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Cada una de estas proposiciones se sigue inmediatamente de
alguna anterior. Las expresiones involucradas que forman los
predicados tienen la singular propiedad de que cada una es o
bien 0 o bien co. Este hecho confiere una libertad extraordinaria
a la hora de usar las formulas. En concreto, dado que si algo
que no sea cero se. halla incluido bajo tal expresion, el universo
entero se halla también incluido, no sera necesario escribir la
expresion oo< con la que comienzan todas ellas.

Supongamos que f y g son relativos generales que designan
relaciones entre cosas y momentos. En este caso las seis formas
de proposicion bi-dimensional de Mitchell se presentan de la
siguiente forma:

Fi,=07/70
FIUZOTfOO
F,,=o00f*t0

Fio=(07f)
F,1=00(ff0)
| e o) o el

Es evidente que [T0<I, pues
[10< (IT0) 0o <IT00l<ITn<].

Si una de las premisas es entonces 07 f10 y la otra contiene g,
podemos sustituir g por el producto (f, g).

g<g, ©<g, 0Ff10)<g, f.
De las dos premisas
o(ff0) y O0Ofgoo,
por aplicacion de las formulas

Is, (b15)< (I, b)s
sl, (stb)<s(l, b),
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obtenemos

{00 (f10)}, (0Fgo0)< 0 {(f10), goo} <o (f, g)oo.

Estas formulas nos proporcionan la primera columna de la regla
del doctor Mitchell de la pagina 90.
También son aplicables las siguentes formulas:

1. (0Ff10), (0fgt0)=0% (f, g)10.

2. (0Ff)oo (0Fg10)< (01f) (4T0).

3. (0ff)oo 0 (@GT0)=(071/) (§10)+ (07 f)n (§+0).
4. (07f)oo (0Fg)oo < (0t f)goo.

5. (0F/10) (0fgoo) =07t (¢f, f)T0.

6. (0Ff)oo (0Fgoo)=(0tgff, f)oo.

7. (0Ff)co, (0tgoo) =(01f, goo)co.

8. (0 foo) (0fgoo) =0t (fg, gf) .

9. (0 fo0), (0fgoo) =07 fo0, goo.

10. (0Fft0)0cgoo =07t (fgff, f)10.

11 (0Ff)c0 cogoo = (0Ff)goo+ (01 f)ngoo.
12. (0% fo0) c0ogoo = (01fgoo)+ (01 fngoo).
13. o0 floo o0g co =00 fgoo + 00 fngoo.

Cuando aparecen a la vez operaciones relativas y no-relati-
vas, las reglas del calculo se complican considerablemente. En
tales casos, lo mismo que en aquellos que involucran relaciones
plurales (o que median entre tres o mas objetos), generalmente
resulta conveniente recurrir a los coeficientes numéricos mencio-
nados antes. Toda proposicién, cualquiera que ésta sea, equi-
vale a enunciar que algin complejo de agregados y productos de
tales coeficientes numéricos es mayor que cero. Asi, por ejemplo,

X210

L R}

Significa que algo es amante de algo, y
I1,2;1;,>0

Significa que todo es amante de algo. Pero al escribir las desi-
gualdades omitiremos con toda naturalidad la expresién >0 con
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la que acaban todas. Con lo que las anteriores proposiciones
se escribiran

Jjtije

Otros ejemplos son los siguientes:
L, (1);;(b);
significa que todo es a la vez un amante y un benefactor de algo.
I1,%,(D;5(b)
significa que todo es amante de uh benefactor de si mismo.
2,201+ by)

significa que hay algo que esta con otro algo en la relacion de
amar todo salvo los benefactores de é€l.

Supongamos que a denota el relativo triple «acusador ante
— de — —» y ¢ el relativo triple «defensor ante — de — —.»
Entonces,

Zinjzk (a)ijk (E)ﬁci

significa que se puede hallar un individuo, i, tal que, tomando
otro individuo cualquiera, j, siempre sera posible encontrar un
tercero, k, tal que i sea un acusador ante j de k, y j un defensor
de i ante k.

Supongamos que 7 denota «preferidor — de — a —»-
Entonces

ILE, 2 (@) i (&jxi + T )

significa que habiendo tomado un individuo i cualquiera, siem-
pre sera posible hallar dos, j y k, tales que i sea un acusador
ante j de k y también sea o bien defendido por j ante k o bien
algo que k ha preferido a j.

Cuando tenemos algunas de las premisas expresadas de est€

1
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modo, la conclusion se deduce en seguida mediante la aplicacion
de las elementales reglas siguientes. En primer lugar, tenemos

%111,
En segundo lugar, tenemos las formulas

{Hi(P(i)} {H;'J’(})} ——'—Hi{qo(i) : ‘!’(1)}
Lo} {ZH ()} <Zi{e G)- (i)},

En tercer lugar, como los coeficientes numeéricos son todos
ellos o cero o la unidad, se les puede aplicar el calculo booleano.

El siguiente es uno de los ejemplos mas simples posibles.
Supongamos que se trata de eliminar sirviente de las dos premi-
sas siguientes:

Primera premisa. Hay alguien que acusa a todo el mundo
ante todo el mundo, salvo que éste sea amado por alguna
persona que es sirviente de todos los no acusados ante él.

Segunda premisa. Existen dos personas, la primera de las
cuales defiende a todo el mundo ante todo el mundo, salvo que
el no defendido sea beneficiado por la segunda, sin que la
persona ante la que no es defendido sea sirviente de ella.

Estas premisas se pueden escribir del siguiente modo:

2, 11,201, (ayy +5ul5).
Zuzv Hx Hy (Euyx + '§yubvx)'

La segunda se puede transformar por inferencia inmediata en
Hx Eu Hyzv (Euyx + §yubvx)'

Combinando ésta con la primera tenemos:
Zx Zu Zyzu (Suyx + §yv bvx) (axuv + Syv lyu)-

Por ltimo, aplicando el calculo booleano obtenemos la conclu-
S10n buscada

zxzu Eyzv (‘Buyx Axeup -+ guyx lyu + axuvbvx)‘

La interpretacion de ésta es que o bien hay alguien defendido
Por una persona ante la que él acusa a alguien, o bien alguien
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defiende a alguien ante su (del defensor) amante, o bien alguien
acusa a su propio benefactor.

Generalmente, este procedimiento puede abreviarse median-
te el empleo de operaciones intermedias entre IT y 2. Asi, por
ejemplo, podemos emplear IT’, IT”, etc., para indicar los produc-
tos para todos los individuos menos uno, menos dos, etc. Asi,

TLIL i+ by

significard que todas las personas menos una son amantes de
todo el mundo menos de sus benefactores, y a lo sumo de dos
no-benefactores. De igual modo, X', X", etc., denotaran las
sumas de todos los productos de dos, de todos los de tres, etc.
Asi,

2 (L)

significara que hay cuando menos tres cosas en el universo que
son amantes de si mismas. Es evidente que si m<n, tenemos

1" < I1" > m
(17 i) (Z5y)<Zi™™ (@i~ i)
(1" i) (IT3y)<IIF™" (@i - Yri)

El sefior Schlotel ha escrito a la London Mathematical
Society acusandome de haber plagiado sus obras en mi Algebra
of Logic. También me ha escrito a mi para informarme de que
ha leido esta Memoria con «heitere Ironie», asi como de que el
profesor Drobisch, la Academia de Berlin y yo formamos un
«liederliche Kleeblatt», y muchas otras cosas del mismo jaez.
Hasta la fecha de la publicacion de mi Memoria, no habia visto
nunca ninguna de las obras de Schlotel; después, yo me he
procurado su Logik y él se ha sentido en la obligacion de
mandarme dos recortes de sus articulos, creyendo, al parecer,
que yo podria sentir curiosidad por ver los pasajes de los que
me habia apropiado. Pero habiendo examinado estas produccio-
nes, no he encontrado en ellas ninguna idea que yo haya
expuesto nunca, o sea probable que lo vaya a hacer, como mia
propia.



