Descripcidon de una notacion para la légica de los relativos, resultante de una

ampliacion de los conceptos del Calculo Légico de Boble

Los términos relativos, habitualmente, reciben un tratamiento algo ligero en las obras
sobre logica, sin embargo, la Unica investigacion destacable de las leyes formales que
los gobiernan se contiene en un valioso ensayo del Sr. De Morgan en elrvolume
décimo de lasTransacciones Filoséficas de Cambridgél utiliza alli una notacién
algebraica conveniente, que se forma al afiadir a los bien conspidofaé de ese

escritor los signos utilizados en los ejemplos siguientes.

X .. LY significa g X es alguno de los objetos del conocimiento que estan con Y
en la relacion L, o que esuno de los Ls de Y.

X . LMY significaque XnoesunLdeunMdeY.

X .. (L,M)Y significa que X es 0 bien un L o bienun M de Y.

LM6é un L d# unLecadamendd de lds Ms.

Ll ® Y*&lgo para lo que Y es L. | (L mindscula)-ho

Este sistema deja aun algo que desear. Ademas, el algebra l6gico de Boole tiene una
belleza tan singular, hasta donde llega, que es interesante investigar diera pu
extenderse a todo el ambito de la l6gica formal, en vez de estar restringida a la mas
simple y menos util parte del tema, la I6gica de los términos absolutos que, cuando él
escribia, era la Unica l6gica formal conocida. El objeto de este ensaystesr moe se
puede dar una respuesta afirmativa a esta cuestion. Pienso que no puede haber duda de
gue uncalculus o arte de extraer inferencias, basado en la notacion que voy a describir,
seria perfectamente posible, e incluso practicamente Util, enoalgasos dificiles y
particularmente en lmvestigacionde la I6gica. Lamento no estar en una situacion que
me permita realizar este trabajo, pero la relacién que se da aqui de la notacién misma

proporcionara el fundamento de un juicio respecto a sapl®hitilidad.

Al extender el uso de viejos simbolos a nuevos temas, debemos, claro estd,

guiarnos por ciertos principios de la analogia, los cuales, cuando se formulan, se

1 W2 P52,359429. Presentado en Fmerican Academy of Arts and Scienek26 de enero de 1870.
Publicado en los Anales de la misma Academia, 9 (1873):781Traduccion de Miguel Angel

Fernéndez Pérez (2015).

2 Parte de una memoria en cuatro partes dedicada al silogismo y publicada en los volimenes IX y X de las
citadas Transacciones. Esta parte se refiere a la |6glaa ddaciones.

*Fue Sir William Hamilton el gue denomin- 6spicul

Augustus De Morgan.
1



convierten en definiciones nuevas y mas amplias de estos simbolos.degesimnos a
emplear los signos algebraicos habituales tanto como sea posible, es apropiado
comenzar sentando las definiciones de las diversas relaciones y operaciones algebraicas.

Lo siguiente, quizas, no encontrara objeciones.
DEFINICIONES GENERALES DE LOS SIGNOS ALGEBRAICOS

Estar incluido en o ser tan pequefio comes una relaciontransitiva La

consecuencia sostiene due

Si X1<Yy,
e y1<z
entonces X1<z.

La igualdades la conjuncion de ser tan pequefio como y su inverso. Decirgye
es decirquaT<y e yi<x

Ser menoiquees ser tan pequefio como, con la exclusion de su inverso. Decir que
Xx<yes decir quaT<y,yque no es verdadero gya < x.

Ser mayor ques el inverso de ser menor que. Decir xjarey es decir qug < x.

La ADICION es una oper#in asociativa Eso es deciy

(x+,y) +,z=x+,(y + 2.
La adicion es una operaciéonmutativa Esto es,
X+, y=y+ X
La adicion invertiblees la adicién cuyo inverso correspondiente es determinante. Las

tltimas dos formulas son validas para ella y, también, la consecuencia que

Si X+y=2z,
y X+y &z,
entonces y=y.0
‘Utilizo el signo 1< en lugar de </ =. Mis razones

escribirse con la rapidesficiente, y que parece representar la relaciéon que expresa como compuesta de
otras dos que en realidad son complicaciones de esto. Se admite universalmente que un concepto mas
elevado es légicamente mas simple que uno més bajo que esté incluidoeetoéjue se sigue, a partir

de las relaciones de extension y comprension, que en cualquier estado de informacién un concepto mas
amplio es mas simple que otro mas estrecho que esté incluido en él. Ahora bien, toda igualdad es
inclusion, pero lo inversomes verdad; de ahi que la inclusidon sea un concepto mas amplio que la
igualdad y, en consecuencia, ldgicamente mas simple. Por el mismo principio, la inclusion es, también,
mas simple que ser menos que. El signo </= parece implicar una definicion paraciom y una
definicién asi contraviene las leyes de la definiciblmth de Peirck

® Escribo una coma bajo el signo de adicién, excepto cuando (como en el caso del algebra ordinario) la
correspondiente operacion inversa (la sustracciédg¢tesminante.Nota de Peirck
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La MULTIPLICACION es una operaciotoblemente distributiva con respecto a la
adicion Esto es,
X(y+,2 =xy+ Xz,
x+,y)z=xz+,yz
La multiplicacion es casi invariablemente una operaagntiativa
(xy) z=x(y 2.
La multiplicacion no es, por lo general, conmutativa. Si escribimos la multiplicacion
conmutativa con una coma, tenemos
X, Y=Y, X.
La multiplicacion invertiblees aquella cuya correspondiente operaditversa (la
division) es determinante. Podemos indicar esto con un punto; y, entonces, la

consecuencia sostiene que

Si X.y=z,
y X.y 6z,
entonces y=y 0

La multiplicacion funcionaks la aplicacion de una operacion a una funcion. Puede
escribirse como la multiplicacién ordinaria; pero, entonces, habra generalnegtts c
puntos donde el principio asociativo no se sostiene. De esta manera, si escribimos
(senabg) def hay uno de estos puntos. Si escribimosilegngdef) ghi, hay dos de
estos puntos. El nUmero de estos puntos depende de la naturalezabddd de la
operacién, y es necesariamente finito. Si hubiera muchos de estos puntos, en cualquier

caso, seria necesario adoptar un modo de escritura diferente de estas funciones del que

se empl ea, ahor a, habitual mgoten Bogmi & inc = {
gue | o siguiente hasta un cierto punto ind]i
|l o que siguiera a eso hasta el punto indic
operase, y lo que siguiera a eso estaria fueradelaenfic i a d el signo 61 0

manera, logabc A def y ghi seria (logabd ghi, siendo la basdef En este escrito
adoptaré una notacion muy parecida a esta, que se describira mas convenientemente
mas adelante.

La operacién de INVOLUCION obedece a la fornfula

® En la notacién de los cuaternios, (William Howard) Hamilton ha asumigp£ x(z y) , en vez dexg)z
= X(y 2 , aunque parece haber muy poca diferencia en lo que adopta. Quizas deberiamos asumir dos
3



=X ()=
La involucion, también, sigue ptincipio indicial.
xYT 2=y XA
La involucidn, también, satisface elorema del binomio
X+, N2 =x7+, pxBPyP+ Yy
donde F pdiebe ®remtodg waler menor quey debe ser extraido dede
todas las maneras posibles, y que debe adoptarse la suma de todos los términos asi

obtenidos de la forma®' P, yP . Entonces tendremos que

(X-’y) +Yy=X,
(xTy)+y=x,
xX+y)i y=x.
La DIVISION es la operacion inversa a la multiplicacion. Puesto que la
multiplicacion no es, por lo general, conmutativa es necesario tener dos signos para la

division. Adoptaré

x:y)y=x,
xYy=y.
La division inversa a la multiplicacion que se indica con una coma puede indicarse

con un punto y coma. De forma que

x;y),y=x.
La EVOLUCION y ADOPTAR EL LOGARITMO son las operaciones inversas a
la involucion.
(ayy =y,
x99 =y
A estas condiciones debe considerarseles imperativasa@eronalmente a ellas
hay otros caracteres determinados que es muy deseable que debieran poseer las
relaciones y las operaciones, si se les van a aplicar los signos ordinarios del algebra. Me

esforzaré en enumerarlos aqui.

involuciones, dedrma que Xy)z = x(y 2 , Z(yX) = (z yYx . Pero en este escrito solo se requiere la
primera de estasNpta de Peirck



1. Es un motie adicional para utilizar un signo matematico para significar una
operacion o relacion determinada que el concepto general de esta operacion o relacion
se pareciese al de la operacion o relacion significada habitualmente con el mismo signo.
En particulare st ar 8 bien que | a relaci-n expresada
un miembro esta dentro de otro; la adicion, el de que se adoptan juntos; la
multiplicacion, el de que un factor se adopta relativamente al otro (como escribimos 2
3 paraunatridepares,yYDspara | a derivada de G); vy Il a in

adopte para toda unidad del exponente.

2. En segundo lugar, es deseable que, en ciertas circunstancias generales, los
nameros determinados puedan sustituirse por las letras con las que se opera, y que
cuando asi sustituidos las ecuaciones se sostengan bien cuando se interpreten de acuerdo
con las definiciones ordinarias de los signos, de forma que el algebra aritmética se
incluyese en la notacion empleada como un caso especial de la misma. Con este fin,
debiera haber un nimero conocido o desconocido que se sustituya apropiadamente, en

ciertos casos, por cada una, al menos, de alguna clase de letras.

3. En tercer lugar, es practicamente esencial para la aplicabilidad de los signos de
adicion y de multiplicacion, que sean posiblecaroy unaunidad Concerosignifico
un término tabue

X+, 0=x,

sea cual sea la significacion gey con unaunidadun término para el que la férmula

general correspondiente
Xx1l=x

se sostenga bien. Por otro lado, no debiera haibgfin términoa tal quea ™ = x,

independientemente del valor xle

4. También sera un motivo fuerte para adoptar una notacion algebraica, si otras
férmulas que se sostienen bien en la aritmética, tales como
X5, ye= (%, y),
1x=x,
xt=x,
x0=0,



contintansosteniéndose bien; si, por ejemplo, el concepto de un diferencial es posible,

y el Teorema de Taylor se sostiene,Gl' o (1 +i) " representa un papel importante en

el sistema, si hubiera un término que tuviese las propiedade:a:ké3.14159), o]

propiechdes parecidas a las del espacio debiera, por otra parte, mostrarse con la
notacién, o si hubiera una expresion absurda que tuviera las propiedades y fbds de

raiz cuadrada del negativo.
APLICACION DE LOS SIGNOS ALGERAICOS A LA LOGICA

A la vez que nos sentimos libres para usar los signos del algebra en cualquier
sentido conforme con las anteriores condiciones absolutas, encontraremos conveniente
restringirnos a una interpretacion particular excepto cuandcesté indicada. Procedo

a describir la notacion especial que se adopta en este escrito.
Uso de las letras

Las letras del alfabeto denotaran signos logicos. Ahora bien, los términos logicos
son de tres mndes clases. La primera abarca a aquellos cuya forma logica implica
Unicamente el concepto de cualidad y que, en consecuencia, representan a una cosa

A

si mpl emente como 6un _ 0 . Estos di sc
rudimentaria, que no iplica ninguna conciencia de discriminacion. Consideran un

objeto como es en si mismo cortad (quale; por ejemplo, como caballo, arbol u

hombre. Estos sotérminos absolutosLa segunda clase abarca a los términos cuya

forma l6gica implica el concepto delacion, y que necesitan la adicién de otro término

para completar la denotacién. Estos discriminan a los objetos con una conciencia clara

de discriminacion. Consideran un objeto como frente a otro, eso es como relativo; como
padre de, amante de, o sirie de. Estos son Idérminos relativos simplesa tercera

clase abarca a los términos cuya forma logica implica el concepto de poner las cosas en
relacion, y que requieren la adicion de mas de un término para completar la denotacion.

No solo discriminancon conciencia de discriminacion, sino con conciencia de su

origen. Consideran un objeto como medio o tercero entre otros dos, eso es como
conjugatvg como O0donante de a 0, 0

para_ _ _ _ _ _ _ 0 . A néaessadstérsinoy comjudyaivosdle términoi

conjugativo implica el concepto de TERCERO, el relativo el de segundo u OTRO, el

término absoluto simplemente considera UN objeto. No existe ninguna clase cuarta de
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signos que implique el concepto dearto, porque cuando se introduce eltdecerg ya

que implica el concepto de poner los objetos en relacion, todos los niumeros superiores

se dan a la vez, en la medida que el concepto de poner los objetos en relacién es

independiente del niumero de miembrodaleelacion. Si estaazonpara el hecho de

gue no haya ninguna cuarta clase de términos fundamentalmente diferente de la tercera

es satisfactoria o no, el hecho mismo se hace perfectamente evidente con el estudio de la

l6gica de relativos. Denotaré logrténos absolutos con el alfabeto latino, a, b, c, d,

etc.; los términos relativos con la cursi@ab, c, d, etc.; y los términos conjugativos

con una clase del tipo denominado Madisonianb, c, d, etc.

Por lo comun, denotaré los términos induales con mayusculas, y los generales

con minasculas. Los simbolos generales de los nUmeros se imprimiran en neggita, asi,

b, ¢ d, etc. Las letras griegas denotaran operaciones.

Para evitar repeticiones, doy aqui un catalogo de las letrasispré en los

ejemplos de este escrito, con las significaciones que les adscribo.

a. animal.
b. negro.

f. Francés.
h. caballo.

m. hombre.

a. enemigo.

b. benefactor.

c. conquistador.

e. emperador.

g. donante de

p. Presidente del Senado de los Estados Unidos.

r. persona rica.

u. violinista.

w. ganador de

Propongo

ut i i

Zzar

el

w. mujer.
h. marido. 0. propietario.
|. amante. S. sirviente.
m. madre. Ww. esposa.
n. no.
b. traidor de a
para t. transferidor de

v. Vice-Presidente de los Estados Unidos.

NuUmeros correspondientes a letras

t ®r mi

no

ouni

ver sob

acerca dela que unicamente se entiende que versa todo el discurso. El universo, en
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consecuencia, en este sentido, como en el del Sr. De Morgan, es diferente ee®casio
diferentes. En este sentido, ademas, el discurso puede versar sobre algo que no es una
parte subjetiva del universo; por ejemplo, sobre las cualidades o las colecciones de los

individuos que contiene.

Propongo asignar a todos los términos logicasneros; a un término absoluto, el
namero de individuos que denota; a un término relativo, el nimero medio de las cosas
asi relacionadas con un individuo. De esta forma, en un universo de hombres perfectos,
el nYamer o de 0di ent esn rdai\d con dos eEoaela®Rseria Ell n ¥ami
namero medio de las cosas asi relacionadas con un par de individuos; y asi en adelante
para los relativos con nimeros mayores de correlatos. Propongo denotar el nUmero de

un término légico poniendo el término entarchetes, asit][
Los signos de inclusion, igualdad, etc.

Seguiré a Boole al adoptar el signo de igualdad con el significado de identidad. De
esta manera, si v denota al \lieeesidente de los Estados Unidos, ¥ Prasidente del
Senado de los Estados Unidos,

vV=p
significa que todo Vicd’residente de los Estados Unidos es Presidente del Senado, y

todo Presidente del Senado de los Estados Unidos epiésielentt Elsgno 6 menor
gued debe adoptarse de forma que

f<m

signifiqgue todo francés es un hombre, pero hay mas hombres aparte de los franceses.
Drobisch ha utilizado este signo con el mismo sefti®e sigue a partir de tas
significaciones de =y < que el signo 1< (

De esta forma,

" Compérese con FregBobre sentido y referenci&stos dos términos tendrian la misma referencia pero
diferente sentidoNota del traductoy.

8 Seguin De Morgarkormal Logic p. 334. De Morgan se refiere a la primera ediciéon dedtica de
Drobisch. La tercera edicién no contiene nada paretNdta[de Peirck De Morgan, Augustug-ormal
Logic: or, The Calculus ofnference, Necessary and Probableondon: Taylor and Walton, 1847.
Drobisch, Moritz Wilhelm.Neue Darstellung der Logik nach ihren einfachsten Verhéltnissen: Mit
Rucksicht auf Mathematic und Naturwissensclddfed. Leipzig, Leopold Voss, 1863.



significara «todo francés es un hombre», sin decir si hay o no cualesquiera otros
hombres. Asi

mi<|
significara que toda madre de algo es amante de la misma cosa; aunque esta
interpretacion anticipa en algun grado una convencion que se hara mas adelante. Estas
significaciones de =y < se conforman claramente con las condiciones indispensables. El
silogismo depende del caracter transitivo de estas relaciones, puesto quadetevir

este, a partir de

y m 1< a,

podemos inferir que f 1< a;

esto es, de todo francés ser un hombre y de todo hombre ser un animal, que todo francés
es un animal. Pero las significaciones de = y < aqui adaptaml@olo cumplen con

todos los requisitos absolutos, sino que tienen la virtud supererogatoria de ser muy
aproximadamente iguales a las significaciones comunes. La igualdad es, de hecho, nada
salvo la identidad de dos numeros; los nimeros que son igaaesquellos que son
predicables de las mismas colecciones, al igual que los términos que son idénticos son
aquellos que son predicables de las mismas clases. Por ello, escribir 5 < 7 es decir que 5
es una parte de 7, al i pufeahcesesisean patte deilos f
hombres. Verdaderamente, si f < m, entonces el numero de franceses es menor que el
namero de hombres, y si v = p, entonces el nimero dePRresidentes es igual al
namero de Presidentes del Senado; por lo que los numeemkerpiser siempre
sustituidos por los términos mismos, en el caso que no se encuentre ningun signo de

operacién en las ecuaciones ni en las desigualdades.
Los signos de adicion
Boole adopta el signo de adicidte forma que

X+y
denota todo lo que denatay, ademas, todo lo que dengtaPor ello
m+w
denota a todos los hombres y, ademas, a todas las mujeres. Esta significacién para este

signo se necesita para conectgandtacion de la logica con la de la teoria de las
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probabilidades. Pero si hay algo que se denota con ambos términos de la suma, el ultimo
no esta ya mas en lugar de cualquier término légico en base a su implicacion de que los
objetos denotados con un ténmse deben adoptagdemasde los objetos denotados

con el otro. Por ejemplo,

f+u
significa todos los frareses ademas de todos los violinistas y, en consecuencia,
considerado como un término légico, implica que todos los violinistas franceses son
ademas de si mismd2or esta Unica razén, en un escrito publicado en las Actas de la
Academia de Marzo de 184 preferi adoptar como adicion regular de la légica un

proceso nanvertible, tal que
m+,b

estaen lugar de todos los hombres y de todas las cosas negras, sin ninguna implicacion
de que las cosas negras deban adoptarse ademas de los hombres; y el estudio de la
l6gica de relativos me ha suplido con otras razones de peso para la misma
determinacion. Bsde la publicacién de aquel escrito, he encontrado que el Sr. W.
Stanley Jevons, en un tratado llam#&idoe Logic, or the Logic of Qualityse me habia
anticipado al sustituir la adicion de Boole por la misma operacién, aunque rechaza por
completo la opercién de Boole y escribe la nueva con el signo + a la vez que rehlsa
darle el nombre de adicith Es claro que tanto la adicién regularineertible como la

adicion invertible satisfacen las condiciones absolutas. Pero la notacion tiene otras
recomendacioes. El concepto dedoptar juntosimplicado en estos procesos es
fuertemente analogo al de la suma, la suma de 2 y 5, por ejemplo, siendo el nUmero de
una coleccion que consiste en una coleccion de dos y en una coleccidon de cinco.
Cualquier ecuacion o degsialdad I6gica que no implica ninguna otra operacién salvo la
adicién puede convertirse en una ecuacién o desigualdad numérica al sustituir los
términos mismos por los numeros de los diversos térmirsdsmpre que todos los
términos sumados sean mutuateesxcluyentes. Al adoptar la adicién en este sentido,

no puede denotarsedacon elcero, porque entonces

X+, 0 =X,

° «Sobreuna mejora del calculo l6gico de Booldroceedings of the American Academy of Arts and
SciencesMarzo 1867P30, W2: pp 123.
YEn otro |libro usa el signo .b. en vez de +.
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sea lo que sea denotado pgry esta es la definicion deero. Boole da esta
interpretacion, y esuy nitida, respecto a la semejanza entre el concepto ordinario de
ceroy el de nada, y porque asi tendremos

[0] = 0.

Los signos para la multiplicacion

Adoptaré para el concepto de la multiplicacidnaplicacion de una relacignde
manera que, por ejemplby denotard a todo lo que sea amante de una mujer. Esta
notacion es la misma que la utilizada por el Sr. De Morgan aunque parece que €l no
tenia a la muiplicacién en su mentes (m +, w) denotara, entonces, a todo lo que sea
sirviente de algo compuesto de la clase compuesta por los hombres y las mujeres
adoptados juntos. De forma que

s(m+, w) =sm +,sw.
(I +, s) m denotara a todo lo que sea amante o sirviente de una mujer, y
(I+, syw=lw+, sw.

(sl) m denotar& a todo lo que esté respecto a una mujer en la relacién de sirviente de un
amante, y

(shw=s(lw).
De esta manera se satisfacen todas las condiciones absolutas de la multiplicacion.

E I t ®r mi no 6i d®ntico a O es una uni

S i denot amos 0Oi dIRentdnosc ® n

X 1=x,
seax el término relativo que pueda ser. Porque lo que es amante deéitjoda algo,

es lo mismo que un amante de ese algo.

Un término conjugativo comdonanterequiere naturalmente dos correlatos, uno
gue denota a la cosa dada, el otro al receptor de lo dado. Debemos poder distinguir, con
nuestra notacion, al donarde A a B del donante a A de B y, en consecuencia, supongo
que la significacion de la letra equivalente a ese relativo distingue los correlatos como
pri mer o, segundo, tercer o, et c. , de f or ma
d e _ sardn éon keteas diferegmtese Qgelenote al Ultimo de estos

términos conjugativos. Entonces, los correlatos o multiplicandos de este multiplicador
11



no pueden estar directamente a continuacion de este, como es habitual en la

multiplicacion, pero pueden esi@ispuestos tras él en un orden regular, de forma que

gxy

denotara al donantexadey. Pero segun la notacion, aquinultiplicay, por lo que si

ponemos propietaria) en vez de&, y caballo (h) en \v&dey,
goh

parece denotar al donante de un caballo al propietario de un cdbaiosean los

caball os individual es H, Ho6 , Ho, et c. Ent on
h = H +, H6 +, Ho +, et c.
goh=go(H +, HO6 +goHH#OgoHH g®HO. ¥, =et c.

Ahora bien, este Ultimo miembro debe interpretarse como donante de un caballo al
propietario deesecaballo y esta, en consecuencia, debe ser la interpretacigohde

Esto es muymportante siempreUn término multiplicado por dos relativos muestra
que EL MISMO INDIVIDUO esta en las dos relacioneSi intentamos expresar el

donante de un caballo al amante de una mujer y, con ese propdsito, escribimos
glwh,

hemos escrito donante de una mujer a un amante de ella, y si afladimos paréntesis,

de esta manera,
g(lw)h,

abandonamo<l principio asociativo de la multiplicacién. Un poco de reflexiéon
mostrara que el principio asociativo debe, de una manera u otra, abandonarse llegados a
este punto. Pero mientras que el principio, a veces, es falsado, mas a menudo se
sostiene, y debe agdtarse una notacibn que muestre esto cuando se sostiene. Ya
hemos visto que no podemos expresar la multiplicacion escribiendo el multiplicando
directamente detras del multiplicador; adjuntemos a las letras, entonces, numeros
subyacentes para mostrar déndeben encontrarse sus correlatos. El primer nimero
denotara cuantos factores deben contarse de derecha a izquierda para llegar al primer
correlato, el segundo cuantosas deben contarse para llegar al segundo, y asi en

adelante. Entonces el donante decaballo a un amante de una mujer puede escribirse

912|1 wh = 911|2 hw = 021 hi 1 W.
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Claro que un numero negativo indica que el correlato anterior sigue al posterior con
el correspondiente nimero positivo. daro subyacente hace al término mismo el

correlato. Asi,

lo

denota al amante adseamante o al amante de si mismo, igual gpledenota que se da

el caballo al propietario del mismo, porque hacer de un término un correlato doblemente
es, por el principio distributivo, hacer a cada individuo un correlato doblemente, de
forma que

lo=Lo+, L0 Lo, +, et c.

Un signo subyacente de infinitud puede indicar que el correlato es indeterminado, de

forma que

o

denotara a un amante de algo. Tendremos una confirmacion de esto ahora.

Si el atimo nimero subyacente es umo puede omitirse. Por ello tendremos

y 0= O1=0.
Esto nos permite conservar nuestras expresiones antéwoges, etc.

El principio asociativo no se sostiene en esta cuenta de factores. Porque no se
sostiene, estos numes subyacentes no son, con frecuencia, convenientes en la practica
Yy, en consecuencia, también uso otro modo de mostrar dénde se pueda encontrar el
correlato de un t®r mi no. Esto es por medi ac
se sitlan subyactss al término relativo, y antes y arriba del correlato. Por ello, donante

de un caballo a un amante de una mujer puede escribirse
A e
gayle” wh.
el asterisco lo uso exclusivamente para referir al Gltimo correlato del daltimo relativo del

término algebraico.

Ahora bien, considerando que el orden de la multiplicacion es: un término, un
correlato del mismo, un correlato de ese correlato, etdyagainguna violacion del
principio asociativo. Las Unicas violaciones del mismo en este modo de notacién son

que, al pasar asi del relativo al correlato, no saltamos los factores de una manera
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irregular, y que no podemos sustituir en una expresion goimminguna letra pooh.
Sugeriria que esta notacion puede encontrarse Util al tratar otros casos de multiplicacion
no-asociativa. Al comparar esto con lo que se dijo anteriormente respecto a la
multiplicacion funcional, aparece que la multiplicacion port@mino conjugativo es
funcional, y que la letra que denota a este término es un simbolo de operacion. Estoy, en
consecuencia, utilizando dos alfabetos, el griego y el madisoniano, donde solo era

necesario uno. Pero es conveniente utilizar ambos.

Hasta ahora, hemos considerado solo la multiplicacion de términos relativos. Puesto
que nuestro concepto de la multiplicacion es la aplicacion de una relacion, solo
podemos multiplicar los términos absolutos al considerarlos como relativos. Ahora bien,

elt ®r mi no absoluto 6hombred es real mente

gue es 0, y as? con cualquier otro.

absoluto para mostrar que asi se le considera como un término relativo. Entonces, el
hombreque es negro se escribira

m,b.

Pero no solo puede cualquier término absoluto considerarse asi como un término
relativo, sino que cualquier término relativo puede de la misma manera considerarse
como n relativo con un correlato mas. Es conveniente adoptar este correlato adicional
como el primero. Entonces

[, sw

denotara a un amante de una mujer que es un sirviente de esa mujer. La conta tras la
aqui no debiera considerarse como que altera por completo el significadsirdesolo

como un signo subyacente, que sirve para alterar la disposicion de los correlatos. De
hecho, puesto que de esta manera se puede afadir una coma a cualquier término
relaivo, puede afiadirse a uno de estos mismos relativos formados con una coma, y asi
con la adicion de dos comas un término absoluto deviene un relativo de dos correlatos.

Por lo que

m,,b,r,
interpretado como

goha
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significa a un hombre que es un individuo rico, y que es un negro el que es ese

individuo rico. Pero esto no tiene otro significado que

m,b,r,
0 un hombre que es un negro que es rico. Con lo que vemos que, tras afladir una coma,
la adicion de otra no cambia nada el significado, por lo que todo lo que tenga @na com
detras debe considerarse como que tiene un namero infinito de comas. Si, en
consecuencid,,sw no es lo mismo quiesw (y claramente no lo es, porque el ultimo
significa un amante y sirviente de una mujer, y el primero un amante y un sirviente de
una mujer e igual a una mujer), esto es simplemente porque escribir la coma altera la
disposicion de los correlatos. Y si fuéras a suponer que los términos absolutos son
multiplicadores de alguna manera (como nos exige la generalidad mateméatica que
debiéramos hacer), debemos considerar todo término como relativo que requiere un
namero infinito de correlatos para su infinitaserivi rt ual d&édque es

_ etc. 6 Ahora bien, un relativo formado
nameros subyacentes igual que cualquier relativo, pero la pregunta es, ¢ Cuales van a

ser, para estos correlatos implicados, los nusnsubyacentes implicados? Puede

considerarse que cualquier término tiene un nimero infinito de factores, siendo los del

final unos por ello,
l,sw=1sw,1,1,1,1,1,1,1etc.

Un numero subyacente puede, en consecuencidarsgrande como queramos. Pero

todos estosunos denotan al mismo individuo idéntico denotado con m; entonces

¢, Cuales pueden ser los numeros subyacentes que se aplgpen gemplo, en base a

sus i nfqueeadt?o sa QLUe® & Yame r 0o peuidédtieana w® Bgtodhayar | o d

dos. El primero eserg que claramente neutraliza la coma por completo, ya que
S,oW = Sw,

y el otro es el infinito; porque com® &s indeterminado en el algebra ordinario, asi se
mostrara en adelante que lo es aqui, por lo que quitar el correlato con el producto de una

serie infinita daunoses dejarlo indeterminado. De acuerdo con esto,

m.p
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debiéra considerarse que expredgun hombre. Entonces, cualquier término debe
considerarse propiamente que tiene un ndmero infinito de comas, algunas o todas de las

cuales se neutralizan con ceros.

Entonces, 6al god puede expresarse con
lp.
En aras de la brevedad expresaré frecuentemente esto con una figura antigua del uno
(1) . 6Cual quier cosad con
1o.

También escribiré, a menudo, el 1 normal @@alquier cosa
Es obvio que la multiplicacion en un multiplicando indicado con una coma es

conmutativd’, esto es,

Esta multiplicacion es efectivamente la misma que la de Boole en su calculo légico. La

unidadde Boole es mi 1, esto es, denota a todo lo que es.

La sumax + x no denota, por lo general, a ningun término logico. Resor X, p

puede considerarse que denota a algunogddss natural escribir

X+ X=2.X,

y X, pt+Xp=2Xp,

donde el punto muestra que esta multiplicacion es invertible. Tambiémpedutilizar

las formas antiguas de manera que

2.% p = 2X,
al igual que =1

Entonces eP solo denotara a algunas dos cosas. Pero esta multiplicacién no es, por lo
general, conmutativa, y solo resulta asi cuando afecta a un relativo que imparte una
relacion tal que una cosa solo la mantiene woacosa. Por ejemplo, los amtes de

dos mujeres no es lo mismo que dos amantes de las mujeres, esto es,

1 Sera conveniente, a menudo, hablar de la operaciéon completa de afiadir una coma y, luego, multiplicar
como de una multiplicaciébn conmutativa, cuyo signo es la coma. Pero, aunque esto sea permisible,
caeremos en la confusion de inmediato si alguna vez waamos de que, de hecho, no es una
multiplicacion diferente, solo es una multiplicacidn por un relativo cuyo significadlomas bien, su
sintaxisi ha sido ligeramente alterada; y que la coma es realmente el signo de esta modificacion del
término precdente. Nota de Peirce
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12.wy 2. lw

son desiguales; pero los maridos de dos mujeres es lo mismo que dos maridos de
mujeres, esto es,
h2.w=2.hw

y, en general, X,2.y=2.X,YV.

El concepto de la multiplicacién que hemos adoptado es el de la aplicacién de una
relacion a otra. De forma que, siendo un cuaternio la relacion de un vector con otro, la
multiplicacion de cuaternios es la aplicacion de una relacion tal a una segunaso Incl
la multiplicacion numérica ordinarienplica la misma idea, puesto que 2 x 3 es un par
de triples, y 3 I 2 es wun triple de pares,

relativos.
Si tenemos una ecuacion de la forma
XY=z,

y hay justo tantags pory como hay cosas del univerpor cosas, entonces, también,

tenemos la ecuacioén aritmética,

X[yl = [2.

Por ejemplo, si nuestro universo es el de los hombres perfectos, y un francés (perfecto,

por supuesto) tiene tantos dientes como tiene cualquiera de este universo, entonces,

[t][F]=1[tf]

se sostiene @améticamente. Por lo que si los hombres pueden ser negros como pueden
serlo, en general, las cosas,
[m.] [b] = [m, b],

donde no debe obviarse la diferencia entre [m] y [m,]. Se observa que
[1] = 1.

Boole fue el primero en mostrar esta conexién entre la légica y las probabilidades.
Sin embargo, él estaba restringido a los términos absolutos. No recuerdo haber visto
ninguna extension de Iprobabilidad a los relativos, excepto la teoria ordinaria de las

expectativas
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Entonces, nuestra multiplicacion légica satisface las condiciones esenciales de la
multiplicacion, tiene una unidad, tiene un concepto semejante al de las muitplesa

admitidas, y contiene la multiplicacion numeérica como un caso de ella.

El signo de involucion

Adoptaré la involucién en el sentido de qeielenotara a todo lo que es unpara
todo individuo dey. Asil ¥ sera4 un amante de toda mujer. Entonce®’ denotara a
todo lo que esté con toda y cada mujer en la relaciéon de sirviente de todo amante de
ella; ys' " denotara a todo lo que sea un sirviente de todo lo que sea amante de una
mujer. Por loque

()W =5,

Un sirviente de todo y cada hombre y de toda y cada mujer se denotafa' &qry s,
s” denotara a un sirviente de todo y cada hombre que es un sirviente de toda y cada
mujer. Por lo que

sMuW=dgn g

Aquello que es emperador o conquistador de todo y cada francés se denotaré, con (
of,ye'+, ,ek'P cP+ c'denotara a todo lo que es emperador de todo y cada francés

o emperador de algunos franceses y conquistador de todos los demas, o conquistador de
todo y cada francé€onsecuentemente,

(e+, C)f — ef + ’ pe;(| p’ Cp +’ Cf.

Cierto que podemos escribir el teorema del binomio de forma que podemos conservar

todos sus coeficientes habituales; porque tenemos
e+ of=ef+ [f. e A X A7 1)2.efY 83+ etc,

Esto es decir, aquellas cosas cada una de las cuales es emperador o conquistador de todo
francés constan, primero, de todos aquellos individuos cada uno de los cuales es un
conquistador de todo francés; segundo, de un numero de clases iguaieab e
franceses, consistiendo cada clase de todo lo que es un emperador de todo francés
excepto uno y es un conquistador de ese uno; tercero, de un numero de clases igual a la
mitad del producto del numero de franceses por uno menos que ese numero,

consstiendo cada una de estas clases de todo individuo que es un emperador de todo
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francés excepto dos determinados, y es conquistador de esos dos, etc. Asi mismo, este
teorema se sostiene igualmente bien con la adicion invertible, y cualquiera de los dos

térmnos del binomio puede ser negativo siempre que asumamos
(_ X)y :( _) [y]_ xV.

Adicionalmente a las ecuaciones anteriores que se requiere se sostengan bien con la

definicion de involucién, la siguiente también se sostiene,
(s,1)"=s"1",
al igual que lo hace en la aritmética.

La aplicacion de la involucion a los términos conjugativos presenta poca dificultad
tras las explicaciones que se han dado bajo el encabezamiento de la multiplicacién. Es
obvio que el traidor a todo enemigo deberia escribirse

ba
al igual que el amante de toda mujer se escribe

| '

Perob = b;; y, en consecuencia, al contar hacia delante como indican los nameros
subyacentes, contariamos los exponentes;omsd los factores, de la letra a la que los
nameros subyacentes estan adjuntos. Entonces, tendremos, en el caso de un relativo de

dos correlatos, seis formas diferentes de unirle los correlatos, asi,

bam traidor de un hombre a un enemigo de él;

(ba)™ traidor de todo hombre a algiin enemigo de él;

ba™ traidor de cada hombre a un enengotodo hombre;

pam traidor de un hombre a todos los enemigos de todos los hombres;
b®m traidor de un hombre a todo enendgcl;

bam traidor de todo hombre a todo enemigo de él.

Si los dos correlatos son términos absolutos, los casos son

b mw traidor de una mujer a un hombre;

(om)”  traidor de cada mujer a algiin hombre;

bm" traidor de todas las mujeres a un hombre;

™Y traidor de una mujer a todo hombre;
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b Mw traidor de una mujer a todos los hombres;

bmw

traidor de toda mujer a todo hombre.

Estas interpretaciones no son obvias de ninguna manera, pero mostraré que son

correctas mas adelante.
Se percibira que aun se sostiene aqui la regla g
(b a)m - b(am)

lo que es decir que aquellos individuos que estan para todo hombre en la relacion de
traidor a todo enemigo de él, son idénticos que aquellos individuos cada uno de los

cuales es un traidor de eserime a todo enemigo de un hombre.

Si la proporcion de amantes de cada mujer entre los amantes de otras mujeres es
igual al nimero medio de amantes que tienen individuos singulares del universo
completo, entonces

(=0 n™nerete ="

De esta manera la involucién aritmética se manifiesta como un caso especial de la

involucion légica.
FORMULAS GENERALES

Las férmulas que hemos obtenido de esta manera hasta ahora, exclusivas de las
meras explicaciones de los signos y de las formulas relacionadas con los nimeros de las

clases, son:

(1.) SixT<y e yi<z entoncexi<z

(2) XK+,y) +,z2=x+, (Y +, 2. (Jevons.)
(B)x+ y=y+x (Jevons.)
(4.) x+,y)z=xz+,yz

(5)x(y +,2) =xy+, xz

(6.) &y)z=x(y2).

(7)x, Y+ 2 =x,y+Xx,z (Jevons.)
(8) (X’y) ,Z=X, (y’ Z)- (BOOle.)
(9)x,y=y,Xx (Boole.)

(10.) &*)*=x"Y2.

(11.)xY"*=xY, x>~
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(12) K+ Y) =X+, (€' P, yP) +,y"=x"+,[4. x> 4 YA 4
[Z4.[z7 1]/2 ] Xz'l' y ,2yy _'g’ [4.[zT 1]. [zT 2]/2_3 ) Xz'l' Il 3, y|| 3+’ etc.

(13) &, y)*=x*,y"

(14.)x+ 0 =x. (Boole.)
(15.)x 1=x.

(16) x+y) +z=x+(y+ 2. (Boole.)
A7)x+y=y+x (Bople
(18)x+yi y=x (Boole.)
(19)x,(y+2 =x,y+Xx,z (Boole.)

(20.) kK+Yy)2=x*+[7 . x>, y* +etc.

También tenemos las siguientes, que estan implicitamente implicadas en las

explicaciones que se han dado.

(21)XT <X +,Y.

Este, supongo, es el principio de identidad, porque de esto se sigue xjue
(22.)x+, x=x. (Jevons.)

(23.)x, X=X (Boole.)

(24)x+,y=xX+yI X,YV.
El principio de contradiccion es

(25.) x,n*=0, donder epr esenta O6nod6. EI principio d
(26.)x+,n*=1.
Es una proposici-n id®ntica que, si d es de

(27.)Six=y (x= i

Los seis siguientes son derivables a partir de las formulas ya dadas:
(28) k+,y),x+,2=x+y,z

29) KT YY)+ @TwW)=x+2T (Yy+,wW) +y,z(1Tw)+x, (17y),w.

7

En | as siguientes, a es una funci -n g u ¢

conmutaivas y sus operaciones inversas

12 E| lector puede querer informacién acerca de las pruebas de las férmulas (30) a (33). Cuando la
involucién no estd implicada en una funcidn, ni ninguna multiplicacion excepto aquella parx laxgue

X, es c Ixasrdeprimerugeadoly, en consecuencia, ya que todas las reglas del algebra ordinario se
sostienen, t enemaxs dd@dmard § N, Lapqrtirelé dhara, encofitraremos que

cuando G4 tiene wun <car §ctxer (D%t (M9isLa gimereedeadtas t e ne mo
ecuaciones con una transformaci-n simple d&p (30). S
|l a desarroll amos por x(3001) t,en(elimd)sx).€Cdm@atando estog (10Q) ,= (
términos, separadamenteon | os t ®r mi nos del segundo mi &mbr o e

r
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(30.)Gx = (G1), x + (GO), (A7 x). (Boole.)
(31.)0x = (41 +, (17 X)), (GO +,X).

(32) Siix=0 (1), (@O) = 0. (Boole.)
(33.) Silix=1 (1 +,040 = 1.

Propiedades del cero y de la unidad

La definicion simbdlica de cero es
X+ 0 =X,
de forma que por (19)x,a=x,(a+ 0) =x,a+x,0.
De aqui, a partir del caracter invertible de esta adicion, y de la generalidad de (14),
tenenos
x,0=0.

Por (24) tenemos, en general,

X+, 0=x+07 x,0 =X,

0] X+, 0 =X

Por (4) tenemoax = (a+, O)x =ax+, Ox.
Pero sia es una relacién absurdas= 0,
de forma que x 90,

gue debe sostenernswariablemente.

De (12) tenemoa™= (a+, 0)'=a” +, 0" +, etc.
de donde por (21) "0<a’.
Pero sia es una relacion absurdaxyo es cero,
a*=0,
y, en consecuencia, a menos gue0, 0= 0.
Cualquier relativo puede ser concebidmo una suma de relativils X6 X , et c. ,

de forma que Unicamente hay un individuo para el que cualquier c¥saiisamente

uno para el que cualquier cosa és , etc. xRlemoelal di ¥ Xaujoa deo,

Esto da inmediatamente (32), y da (31) tras realizar la multiplicacion indicada en el segundo miembro de

esa ecuaci - xa esu gwallamdoo Mio se desarrellacohBudg funcid®i (61 +
de x por (31), y se comparan los factores del segundo miembro con los del segundo miembro de (31),
obtenemos(il G+, GO0, a partir de |NotadewlPailce se si gue i nme
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denotarian diferentes tipos de caustgdiéndose las causas segun las diferencias de

las cosas de las que son causas. Entonces tenemos
Xy=X(y +, 0) =Xy +, X0,

sea lo que sea De ahi, puesto quepuede adoptarse de forma que

Xy=0,
tenemos X0 =0;
y, de una manera parecida,
X60 XO®,xX0®&0 = 0, etc.
Entonces tenemos
XO=X+, X6 X, X0,6 +, X0+X0.0)X®»*Q=X660 +, etc. = 0.
Si se divide el relativa, de esta manera, éh X6 X0 X0 6, et c. ,x de forr

es aquelloque eso bi@o bienXxd o Xbi endibenet c. ;xeseaguellonces n

que, alavez,esmynoXxé6 yXono etc.; esto es decir,
no-X=noX, Nno-X6 , -Xh,0-Xo ®, et c.

donce neX es tal que hay alg) tal que todo es R¥ paraZ; y lo mismo con nexo
noXo, et c. A-khpuedasetbcuakuer relativo. Sustituyamos, entorygesy,

él;eY, Yo, et eX noxoor entoc. Entonces tenemos

y=Y,YoYOY0O 6, et c. ;

y Y6 = Y00 = Yo&H»O6 = 1, etec.,
dondez6 20 Z0 6 son t®r minos individual esYoque dep
YO YO O . Entonces tenemos

1=Y&Zo Y&=Yd° *=VY& Y8 =vYao Y,
0 Y8=1, Y&¥=1, Yo% 1,etc.
Entorces  Y’=(Yo Yo Yo 6, °=eY®,&d”, Yo Detc. = 1.
Tenemos, por definicién, x 1=x.
De ahi, por (6), ax= (@l)x = a(1x).
Ahora bien,a puede expresar cualquier relacion, pero las cosas que estan relacionadas
con todo de la misma manera son las mismas. De ahi,
X=1x

Tenemos, por definicion, &
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Entonces, sK es cualquier individuo X, 1 =X, 1,=X, 1X

Pero 1X=X.
De ahi X, 1=X,X
y por (23) X,1=X;

de donde si adoptamos x= X+X06 X6 X606 + et c. ,
dondeX, X6, etc. denotan individuos (y por el
esto siempre puede hacerse,skaque sea)
X, 1=K+X0 X6 + etXecl+HXd ,1IX0F H =X+ X0t ¥b.+ etc. =x, 0
X, 1=x.
Tenemos, por (24)x+, 1 =x+ 17 x, 1 =x+ 11 x=1,
0] Xx+,1=1.

Podemos dividir todos los relatis@n limitados e ilimitados. Los relativos limitados
expresan relaciones tales como la que nada tiene con todo. Por ejemplo, nada es
conocedor de todo. Los relativos ilimitados expresan relaciones tales como la que algo
tiene con todo. Por ejemplo, algotaa bueno como cualquier cosa. Entonces, para los
relativos limitados podemos escribir

pl=o0.
Lo inverso de un relativo ilimitado expresa una relacién que todo tiene con algo.
Asi, algoes tan malo como cualquier cosa. Denotando este relativiy con
ql=1.
Estas formulas le recuerdan a uno un palc@gebra l6gico de Boole, porque una de
ellas se sostiene bien en la aritmética Unicamente peeaogl la otra Unicamente para
la unidad
Tenemos, por (10), & (@)™ =q"=1,
o) X% 1.
Tenemaos, por (4), XE (@+, Ix=ax+, 1x,
0, por (21), ax1 < Ix.
Pero todo esta, de alguna manera, relacionad® agnenos qug sea 0; deld, a

menos que& sea 0,

Ix=1.
Siadenota O6daqueydel qaeer Hotseere 6de eaxquel | o
x=a’=a"=@%)!=x"
0 xt=x
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Puesto qud significa idéntico con todo individuo de una clase; y, en consecuencia,
1* es cero, a menos qguelenote solo a un individuo cuantfollega a ser igual & Pero
las ecuaciones fundadas en la interpretacién puede que no se sostengan en los casos en

que los simbolos no tengan interpretacion racional.

Recopilando todas las férmulas relacioneda elceroy la unidad tenemos
(34.) x+,0=x. (Jevons.)
(35.) x+,1=1. (Jevons.)
(36.) x0=0.

(37.) O0x=0.

(38.) x,0=0. (Boole.)
(39.) x°=1.

(40.) 0“=0, siempre que> 0.

(41.) 1x=x.

(42.) x,1=Xo.

(43.) x*=x

(44.) 1”*=0, a menos quesea individual, cuandd” = x.

(45.) g1 =1, donde es el inverso de un relativo ilimitado.

(46.) 1x=1, siempre que> 0.

(47.) x,1=x (Boole.
(48.) p'=0, donde es un relativo limitado.

(49.) 1°=1.

Estas, de nuevo, nos dan las siguientes:

(50.) 0+, 1=1. (64.) G=0.

(51) 0+1=1. (65) 1=1.

(52.) 00=0. (66,)1 = 1.

(53.) 0,0=0. (67.) 1'=1.

(54.) O=1. (68.) % 1.

(55.) 10 = 0. (69.) 1,1=1.
(56.) @=0. (70.)* =11.

(57.) 0,1=0. (71) 1m=1.

(58.) 0'=0. (7211 = 1.

(59.) 1°=1. (731), 1 =1.
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(60.) 01 =0. (745 =1.

(61.) 10=0. (73)=0.
(62.) 0,1=0. (76.) 1, =
63.) P=1.

De (64) podemos inferir que 0 es un relativo limitado, y de (60) que no es el inverso
de un relativo ilimitado. De (70) podemos inferir que 1 no es un relativo limitado, y de

(68) que es el inverso de un relativo ilimitado.

Formulas relacionadas con los nimeros de los términos

Ya hemos visto que
(77.) Sixi<y, entoncesq 1yl< |
(78.) Cuandx,y=0, entoncesq+,y] =[X] +, [y].
(79.) CuandoX \:[n’y] = [X]:[n”], entoncesX \] = [X][V].
(80.) Cuando € y] =[x [ VI[E, entoncesx *] =[x .
Se observard ug las condiciones a las que deben ajustarse los términos, para que las
ecuaciones aritméticas se sostengan, aumentan en complejidad cuando pasamos de las

relaciones y de los procesos mas simples a los mas complejos.

Hemos visto que

(81.) [0]=0.

(82.) [] =1

Lo mas comun es que el universo sea ilimitado, y entonces

(83.) [1] = D:

y las propiedades generales de 1 se correspauttelas de infinito. De ahi,

x+,1=1 secorrespondecon x+ D = b,

gl = 1 gb = D, g

1x= 1 Ax= b, A A
pt= 0 fi > =0, fi

1= 1 = D. A

Las formulas que implican a la multiplicacion conmutativa se derivan de la ecuacion
1, =1. Pero si 1 se considera infinito, no es un infinito absoluto; porque 1 0 = 0. Por

otro lado, 1!'=0.
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Es evidente, de la deicién del nimero de un término, que
(84.) Kkl =[]
En consecuencia, tenemos que, si la probabilidad de que un individupasea
cualquiery es independiente de lo que cualquier gtsea parx, y six es

independiente dg

(85.) KY,]=[x]M.
METODO GENERAL PARA TRABAJAR CON ESTA NOTACION

El algebra logico de Boole no contiene ninguna operacion excepto nuestra adicion
invertible y nuestra multiplicacion conmutativa, junto con las correspondientes
sustraccion y division. Solo tiene, en consecignque expandir las expresiones que
implican a la divisién, por medio de (30), para liberarse asi de todas las operaciones no
determinativas, para poder usar los métodos ordinarios del algebra que estan, ademas,
grandemente simplificados por el hechayde

X, X=X

La modificacion del Sr. Jevons del algebra de Boole implica solo a la adicion no
invertible y a la multiplicacion conmutativa, sin las correspondientes operaciones
inversas. El puedeeemplazar la sustraccion por la multiplicacion, debido al principio
de contradiccion, y reemplazar la division por la adicion, debido al principio del tercio
excluso. Por ejemplo, si x es desconocido, y tenemos

X+, m=a,
o lo que se denota con x junto con hombres, que hace animales, solo podemos concluir,
en referencia a x, que denota (entre otras cosas, quizas) a todos los animales no
hombres; esto es, que los xs no hombres son los mismos que lageamm hombres.
Que m denote a los nbombres; entonces por la multiplicacién tenemos
X,m+ m,m=x,m=a,m,

porque, por el principio de contradiccion,

m,m =0.
O, supongamos, siendo x, de nuevo, desconocido, que hemos dado

a,x=m.
Entonces todo lo que podemos concluir es que los xs consisten en todos los msy,
quizas, algunos o todos los-as, 0 que los xs y los fas juntos hacen pordans y los

no-as juntos. Si, entonces,denota nea, afiadimos aa ambos lados y tenemos
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a,x+ a=m+,a.
Entonces por28) (@a+ J(x+ a)=m+, a.
Pero por el principio del tercio excluso,
a+,a=1
y, €en consecuencia, X +=an +, a.
No me consta que el Sr. Jevons utilice, de hecho, este Ultimo proceso, pero depende de
él hacerlo. De esta manera, el algebra del Sr. Jevons resulta decididamente mas simple

que, incluso, la dBoole.

Es obvio que cualquier algebra para la l6gica de relativos debe ser mucho mas
complicada. En la que yo propongo, trabajamos con las desventajas de que la
multiplicacion no es, por lo general, conmutativa, de que las operaciones inversas son
habitualmente indeterminadas, y de que las ecuaciones trascendentales e, incluso, las
ecuaciones como

abx: Cdex+fX+X,
donde los exponentes son de profundidad tres o cuatro, son coemuesseso. Es
obvio, en consecuencia, que este algebra es mucho menos manejable que el algebra

aritmético ordinario.

Podemos hacer un uso considerable de las formulas generales dadas hasta ahora,
especialmente de (1), (21) y (27), y también de lagesiges que se derivan a partir de
ellas:
(86.) SiaT < b entonces hay un términctal quea +, x = h.
(87.) SiaT < b entonces hay un términtal queb , x = a.
(88.) Sib, x=aentonceai<bh.
(89.) Siai<b c+,ai<c+,b.
(90.) Siai<b cai<ch.
(91.) Siai<b aci<bc
(92.) Siat<b cPi<c?
(93.) Siai<b a°T<b°"
(94)a,bi<a
Hay, sin embargo, muchisimos casos en los que las formulas dadas hasta ahora sirven

de poco.
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La demostracion del tipo denominado matematico se funda en supuestos de casos
particulares. El gedmetra dibuja una figura; el algebrista asume que una letra significa
una cantidad Unica que cumple con las condiciones requeridas. Pero, cuando el
matemd&co supone un caso individual su hipotesis es, sin embargo, perfectamente
general, porgue no considera ningun caracter del caso individual salvo aquellos que
deben pertenecer a todo tal caso. La ventaja de su procedimiento se basa en el hecho de
que lasleyes logicas de los términos individuales son mas simples que las que se
refieren a los términos generales, porque los términos individuales son o bien idénticos
0 bien mutuamente exclusivos, y no pueden intersectarse ni estar subordinados el uno al
otro como pueden hacerlo las clases. La demostracibn matemética no esta, en
consecuencia, mas restringida respecto a los temas de la intuicion que cualquier otro
tipo de razonamiento. Claro esta que el algebra l6gico demuestra conclusivamente que
las matematica se extienden por todo el dominio de la logica formal; y que debe
abandonarse cualquier teoria del conocimiento que no pueda ajustarse a este hecho.
Podemos sacar provecho de todas las ventajas que se supone el matematico deriva de la

intuicion haciendosimplemente, suposiciones generales de casos individuales.

En referencia a la doctrina de los términos individuales, deben tenerse presentes
dos distinciones. El atomo ldgico, o término incapaz de division légica, debe ser aquel
del cual todo predado puede ser universalmente afirmado o negado. Puesto que, sea A
este término. Entonces, si no es verdadero que todo A es X ni que ningun A es X, debe
ser verdadero que algin A es X y algun A es no X; y, en consecuencia, A puede
dividirse en el A que eX y en el A que es no X, lo cual es contrario a su naturaleza
como atomo légico. Un término tal no puede realizarse ni en el pensamiento ni en la
sensacion. En la sensacién no, porque nuestros 6rganos de los sentidos son especiales
- el 0jo, por ejemml, no nos informa inmediatamente del sabor, por lo que una imagen
en la retina es indeterminada respecto al dulzor-duteor. Cuando veo una cosa, no
veo que no sea dulce, ni tampoco veo que sea dulce; y, en consecuencia, o que veo es
capaz de divisiérogica entre lo dulce y lo Rdulce. Es costumbre asumir que las
imagenes visuales son absolutamente determinadas respecto al color pero incluso esto
puede dudarse. No conozco ningun hecho que demuestre que nunca haya la mas minima
vaguedad en la sensacitimediata. En el pensamiento, no puede realizarse un término
absolutamente determinado porque, al no estar dado por los sentidos, un concepto tal

tendria que formarse por sintesis, y no habria fin a la sintesis porque no hay limite para
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el numero de predados posibles. Un atomo logico, entonces, al igual que un punto en

el espacio, implicaria para su determinacion precisa un proceso infinito. Solo podemos
decir, de una forma general, que un término, sea lo indeterminado que sea, puede
hacerse aun mas detenado, pero no que pueda hacerse absolutamente determinado.

Un t ®r mino como 6el segundo Felipe de Maced
OFelipe borrachod y OFelipe sobrioéb, por
porque lo que denota estaicamente en un lugar en un momento. Es un término no
absolutamenteindivisible, sino divisible en la medida que obviemos las diferencias de
tiempo y las diferencias que las acompafian. Habitualmente descartamos estas
influencias en la division I6gica dad sustancias. En la division de relaciones, etc., por
supuesto que no descartamos estas diferencias pero descartamos algunas otras. No hay
nada que pueda prevenir gque, practicamente cualquier tipo de diferencia, sea
convencionalmente obviada en algun diso, y sil fuera un término que a
consecuencia de esa negligencia se hace indivisible en ese discurso, tenemos en ese

discurso,

[1=1.
Esta distincion entre lo absolutamente indivisible y aquello que es uno en numero desde
un punto de vista particular, se muestra en las dos palaoiiggiual( U Us 63 ) vy
singular( Us Ucb UGUB3); pero como | osindyidual nhan ut il
han sido conscientes de que la individualidad absoluta es meramente ideal, esta ha

llegado a ser usada en un sentido mas géheral

Los logicos antiguos distinguen eniralividuum signaturne individuum vagum
6Julio Cesard es un ejempl o de lindipduimmer o ; o]
vagum en los dias en que tales nociones eran exactamente investigadas, ocasionaba una
gran dificultad por tener una cierta generalidagktndo capaz, aparentemente, de

division logica. Si incluimos en éhdividuum vagumun t ®r mi no como O c |

3E] término individual absolutao solo no puede ser realizado en la sensacién ni en el pensamiento, sino
que no puede existir, hablando con propiedad. Ya que cualquier cosa que dure algun tiempo, por corto
gue sea, es capaz de division ldgica, porque en ese tiempo sufrird algineasisaelaciones. Pero lo

gue no existe durante ningun tiempo, por corto que sea, no existe en absoluto. En consecuencia, todo lo
que percibimos 0 pensamos, 0 que existe, es general. Hasta ahora hay verdad en la doctrina del realismo
escolastico. Pero todlo que existe es infinitamente determinado, y lo infinitamente determinado es lo
absolutamente individual. Esto parece paraddjico, pero la contradiccion se resuelve facilmente. Aquello
que existe es el objeto de una nocion verdadera. Esta nocién pusisehmés determinada que
cualquier nocion asignable; y, en consecuencia, nunca es tan determinada que no sea capaz de mas
determinacion.Nota de Peirck
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hombre individual 6, estas dificultades apa

verdadero de cualquier hombre individual es verdadercodestlos hombres. Este
término no es, en un sentido, un término individual; porque representa a todo hombre.
Pero representa a cada hombre como capaz de ser denotado por un término que es
individual; y, por eso, aunque no sea €l mismo un término individs& en lugar de
cualquiera de una clase de términos individuales. Si llamamos a un pensamiento sobre

una cosa, en la medida que es denotado por un términosegnenda intencign

podemos decir que un t®r mino commlporcual qui

segunda intencion. Las letras que utiliza el matematico (tanto en algebra como en
geometria) son estos términos individuales por segunda intencion. Tales términos
individuales son uno en numero, porque cualquier hombre individual es un hombre;
puecen también considerarse como incapaces de division légica, puesto que cualquier
hombre individual, aunque pueda ser francés o no, es, sin embargo, totalmente un
francés o totalmente no, y no algo de lo uno y algo de lo otro. De esta manera, todas las
leyes de la logica formal referidas a términos individuales seran validas para estos
términos individuales por segunda intencién y, al mismo tiempo, una proposicion
universal puede, en cualquier momento, ser sustituida por una proposicion acerca de ese
términoindividual, puesto que nada puede predicarse de este término individual que no

pueda predicarse de toda la clase.

Hay en la logica de relativos tres tipos de términos que implican suposiciones
generales de casos individuales. El primero sotélasinosindividuales que denotan
solo a individuos; el segundo son aquellos relativos cuyos correlativos son individuales;
denomino a estomelativos infinitesimalesel tercero son los relativasefinitesimales

individuales y a estos los denomino rilens elementales
Términos individuales

Las formulas fundamentales referidas a la individualidad son dos. Los términos

individuales se denotan con mayusculas.

(95.) Six>0 x=X +, XO0OXépetXop +,
(96.) y X =yX.

También, tenemos las siguientes que son facilmente deducibles a partir de estas dos:
97) ¢, 29X=¢X), @X. (99.M = 1.
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(98.)X,yo=X, yX (1oaf = X.
Ya hemos visto que
1*=0, siempre que > 1.

Como ejemplo del uso de las formulas que hemos obtenido hasta ahora,
investiguemos las relaciones légicas entre efaator de un amante de todo sirviente de
toda mujer», «aquello que esta para todo sirviente de alguna mujer en la relacién de
benefactor de un amante de él», «benefactor de todo amante de algun sirviente de una
mujer», «benefactor de todo amante de todwiesite de toda mujer», etc.

Entonces, en primer lugar, tenemos por (95)
sw=s( W6 +, WO + ,sSWWosWH GsWwoet &, ) et c.
Sw:SWO +, Wo +_ Wb QSW&OSW@M"J%tC
De la ultima ecuacién tenemos por (96)
s"=(sWb6 )sWo §wo 6() , et c.
Ahora, por (31) x 6 + ,etcx=& 6+, ,eto. ;+ etg.0 6
0 (101.)

dondedd6 y EKEO6 significan que debe usarse | a

esto se sigue que

(102.) s'T<sw.
Si w desaparece, esta ecuacion falla, porque en ese caso (95) no se sostiene.

De (102) tenemos
(103.) (1)1 < Isw.
Ya que a=a,b+, etc.,, b=a, b+, etc.

tenemosla =I(a, b +, etc.F I(a, b) +,(etc.),
Ib =I(a, b +, etc.FI(a, b) +,(etc.)
Multiplicando conmutativamente estas @asiaciones tenemos
(la), (b) =I(a, b) +, etc.
0

(104.) U6 Bk

Ahora [5)"=(s)V° *- WO *=gHI" = udW,
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Ls¥ =1V o WO = Y 2 gGINg -
De ahi,
(105.) 1sT < (Is)",
o todo amante de un sirviente de todas las mujeres esta para toda mujer en la relacion de

amante de un sirviente de ella.
De (102) tenemos
(106.) | SEPWT < 8",
Por (95) y (96) tenemos
I'w =I3( W6 +, Wo +, Wod +, etc.)
=IW0 IWMOOIWG0 +, etc.
= | WO WO G SO & e,

Ahora s%=s%° . WO * = gWBOWO, WA Xac,

Wor < W .

W -

Por lo que por (94) s'1<s

De ahi por (92) | WO <|sexpwW = |sWO§|sexpw | sWO g | sexpw

Afadiendo |SWOy |SWOQ | SWO ¢ .| sexpw.
0
(107.) w71V,

Esto es, todo amante de todo sirviente de cualquier mujer en particular es un amante de

todo sirviente de todas las mujeres.

Por (102) tenemos

(108.) ST <1 5w,

De esto, tenemos

ISYT<'w ISPV T<IsYT< (Is)"T < Isw.

Por un razonamiento similar podemos facilmente establecer las relaciones que se
muestran en la siguiente tabla. Debe recordarse que las formulas no se sostienen, por lo

general, cuando desaparecen los exponentes.
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blsw b

WV A

(bls)¥ b*w
N/

. P
b(ls)¥ ol
V4 ol

bls¥ e
WV /Y
(bl b's"
. V AT
bis* bls)* b
AV% { A
bl*w blsw bv
V% % e
(blsy” b w
N £
bl* b*

Y A

Me parece que la ventaja de la notacion algebraica comienza ya a ser perceptible,

aungue sus capacidades estan todavia muy imperfectamente desarrolladas. De todas
formas, me parece que el cgsoma facieesta suficientemente desarrollado por lo que
el lector que aun niegue la utilidad del algebra deberia no ser tan indolente como para

intentar escribir en lenguaje ordinario y con precision logica los 22 términos anteriores.
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Habiéndolo hecho, solo tiene eqesordenarlos vy, luego, restaurar el orden con la
l6gica ordinaria, para de esta forma demostrar el algebra en la medida que esta
desarrollada hasta ahora.

Relativos infinitesimales

Tenemos por el teorema del binampor (49) y por (47),
@A+x)"= 1 xHP+E".
Ahora bien, si suponemos que el nimero de individuos para los que cualquierxosa es
se reduce a un niumero cada vez mas pequefio, @caszomo nuestro limite
x?=0,
Ex""P=[n]. 1" AR = xn,
(1+x)"=1 +xn.
Si, en base a la pérdida de su potencia, llamamas anfinitesimal aqui y lo
denotamos con y si ponemos
Xn=in =y,
nuestra ecuacion se convierte en
(109.) (¥ =1 +y.
Poniendoy = 1, y denotando (1 #;* por G | tenemos
(110) G =@ +i)t=1+1

De hecho, esto concuerda con el algelschnario mejor de lo que parece; pordue

es propiamente un infinitesimal, 6 es 61 Silas potencias mayores deno se

perdieron, obtendremos el desarrollo norma® e

Las potencias positivas (S son absurdas en nuestra notacién. Para las pasenci
negativas tenemos
(111) 6 X=17 x.
Hay dos formas de elevi® *a la potencigy. En primer lugar, poel teorema del
binomio,
(L7 XY =17 [y 2V A LA 4% DT U 199 239 4 g
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y, en segundo lugar, por (111) y (10).

6% =17 xy.

De esta forma parece que la suma de todos los términos del desarrollo del binomio de
(17 x)’, después del primero, exy. La verdad de esto puede mosteacon un

ejemplo. Supongamos que el nimergsles cuatroy Y QY 6 &Y 0.dJtilicemosxd |,

XOx6 yx0 0 en un sentido tal que

xYo=x0, xYO x&, xY0 ox0®, XYO O X0=0 .

Entonces los negativos de los diferentes términos del desarrollo del binomio son,

—f t ’ L L4 "o

1 ~'x'=2x'+ 2" + 2" + x™.
vy — 1] . t P "o ' P
> et ) T sl = 'R = ™ — e

e T e T
4oty 2 S S R T At al L L LR L
+ ", x",x".
XY == XX ™
Ahora bien, puesto que esta adicion es invertible, en el primer témdinoque es
X0 , se cuenta dos veces, y | o mismo ocurre
sustrae cada uno de estos pares, de forma que solo se cuenta una vez. Peroem el pri
términolaxd guwe s oese cuenta solo tres veces,
término se sustrae tres veces; particularmentex@ro(,)) , x6e&ino )( X xéedn) .( En
conjunto, por lo tanto, un terno no se representaria en la sumagde mnodo, si no
fuera afiadido por el tercer término. Todo el cuartete esta incluido cuatro veces en el
primer término, es sustraido seis veces por el segundo término y se aflade cuatro veces
en el tercer término. El cuarto término lo sustrae una vez, gnakl suma de estos
términos negativos cada combinacion acaece una vez, y solo una; esto es decir que la
suma es
x6 x6 O x0+0, x6+6, &X(YO= Y6 ,0 YOt0, Y6rQ oxy. =
Si escribimosdx)® por []. [xi 1]. [xi 2].2** 3" 2 esto es por todo lo que separa
cualesquiera tress, respetando el orden de ¥&s y empleamos los nimeros modernos

como exponentes con esta significacidbn generalmente, entonces

17 ax+ ¥ (@X)?i m ! ax)i+ etc.
es el desarrollo de {1a)*y, consiguientemente, se reduceiadk Esto es,
(112) x=xi%x+ ol Yax*+etc.
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17 x denota todaexceptox, esto es, todo lo que sea otro que tedde forma que

Gisjignifica 6no&enunsdntidotalqguee mos | og
6logx:X.14

Defino la primera diferencia de una funcion con la férmula habitual,
(113. x= Xt(ad7 lxed
don d e esaan relativo indefinido que nunca tiene un correlato en comix con
De forma que
(114) x, (x)=B X+ X@ X#* , X &
Diferencias mayores pueden definirse con las formulas
(115.) ANMx =0if n > 1.
AZ%px AAx = @(x + 2.Ax) — 2.¢(x + Ax) + ex,

A3px AA%x = @(x + 3.Ax) — 3.¢(x + 2.Ax)
+ 3.e(x + Ax) — ¢x.

(116.) AMex = @(x +n.Ax) —n.p(x + ( n— 1).Ax)
+ M=V ox + (n— 2).Ax) — etc.
Los exponentes que aqu?2 se han afadido a
repetirse esta operacion y, por ello, tienen una significacion completamente diferente a
la de los coeficientes numeéricos en el teorema del binomio. He indicaderiendia
poniendo un punto tras los exponentes significativos de repeticién operacionaf® Asi,

puede denotar a la madre de una pareja determimadayna abuela materna.

Otra circunstancia que debe observarse es que, al adoptar la segundaiaifiesen
si distinguimos los dos incrementos g eci be sucesixwyamaEdde con
entonces, por (114)
( 284 ( 2dp00
Si x e relativa a un numero tan pequefio de individuos que si el nimero se
disminuyeraua u n i"ikdedapaeeceria, entonces, denomino a estas dos diferencias
correspondientediferencialesy las escribocoden vez de con e.

La diferencia de la suma invertible de dos funciones es la suma de sus

diferencias; dado que por (113) y (18)
(117 .x¢F xyeefd e -+ yxpelxiyx=

“Que el log 0 = 1 resulta en otra semejanza entre 1 e infifiiota de Peirck
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ax+ xpe lx+ w+H xpe yx= =28l Yy
Si a es constante, tenemos

(118) Aaex = a(er + Aex) — agx = aler — (alex),aex,
A*apr = —Aaex,alAr, ete.
Alpx)a = (Apx)a — ((Apx)a),exa,
A¥(gx)a = —A(px)a, etc.

(119.) Afa,ex) = a,Aex.
Diferenciemos las potencias sucesivag.deenemos, en primer lugar,
) = (x+ @i ¥=2x2"L P& e
Aqu?, s i sruepl oanteinvoas az s ox)’ desapaneceiy tedemesj cdrula | (e
ayuda de (115),
doé) = 2xt, dx.
Considerando a continuacion la siguiente tercera potencia, tenemos, para el primer

diferencial,

) = (x+ X =3 AL @) A 3 A2 PR 3a() = 3%, (dX).

Para obtener el segundo diferencial, procedemos como sigue:

(x + 2.Ax)° — 2.(x + Ax)® + «®

— 2% 4+ 62" (Ax)" + 12.2%72,(Ax)™
+ B.(Ax)* — 2.x° — 6.x° — " (Ax)"

— 6.2%— %2 (Ax)? — 2,(Ax)® + x°

= 6.032 (Ax)2 + 6.(Ax)%

A2.(x 3)

Aqui,sisxes r el ati vo a me nxdesaghrece.dHacgndolordlativoi d u o s,
a dos solamente tenemos, entonces,
d>(A) = 6x, (dX)>.

Estos ejemplos son suficientes para mostrar lo que seran los diferenciafesSile

sustituimos el nameropor el término l6gica, tenemos

X" = (x+ X X=X A @) A M ete,

d(x") = [n].x" "%, (dX).

De esta forma encontraremos rapidamente
(120) d™X"=[n.[nT 1. [ni2] é @im+1.x" AT @d) T

A continuacion, diferenciemds. Tenemos, en primer lugar,
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ael X=X TEC P = e F - =X (1 F ).
El valor del ®7 1 es el siguiente a encontrar.
Tenemos por (111), entonces, pero por (10):
G!A* — 1 = |5z,

I8 — 1 = log 1%~
log [%* = (log l)Ax.

Sustituyendo este valor d&™**i 1 en la ecuacién que hemos encontrado Gltimamente
por dt* tenemos
(121)  diI*=1%(logl)dx=1*(T 1)dx=-1%(Li I)dx

Al imprimir este escrito, hago aqui un afiadido que suple una omisién en la anterior
relacion de la involucién en este algebra. Hemos visto que todo término que no
desaparece es concebible como divisible Iégicamente en términos individuales. Asi

podemos esiir
s= S, O +, et c.

donde no més de un individuo esta en cualquiera de estas relaciones con el mismo
individuo, aunque no hay nada que evite que la misma persona esté asi relacionada con
muchos individuosDe est a manera O0obispo de | a sede
obispo, segundo obispo, etc., y solo una persona puede ser el enésimo obispo de
cualquier sede, aunque la misma persona puede (donde se permite la traslacién) ser el
enésimo obispo de variasdes. Ahora bien, denotemos lo inversxdenKx; asi, sis

es O0sir Kseesntoes edfeo&r, 0 sefora de6o. Entonces t
Ks=KS kKSH 6 KSS 606 +, et c. ;

y aqui cualquiera de los términos del segundo miembro expresa evidentemeente u
relacion tal que la misma persona no puede estar asi relacionada con mas de uno,
aungue mas de uno puede estar asi relacionado con el mismo. De esta manera, lo

A

inverso de 6obispo de |l a sede de 06 es
de idgnerr obispo de 06 es O6sede cuyo pri me
misma sede no puede ser una sede cuyo enésimo obispo es mas de un individuo, aunque
varias sedes pueden estar asi relacionadas con el mismo individuo. A tales relativos los

deromino infinitesimales a causa de la desaparicion de sus potencias mas altas. Todo
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relativo tiene un inverso, y dado que este inverso es concebible como divisible en
términos individuales, el relativo mismo es concebible como divisible en términos

infinitesimales. Para indicar esto podemos escribir
(122.) Six>0 x=Xs+, Xs ¢, Xs 51 €tc.

Puesto que un término que desaparece no es un individuo, ni estd compuesto de
individuos, entonces tampoco es ni un infinitesimal ni estd compuesto de
infinitesimales.

Al igual que escribimos | N I SHjNj , I5et c. =

podemos escribir

(123.) Lag.Lns, Ly etc="s.

Pero como la primera férmula est4 afectada por la circunstancia demgue es un
individuo, de forma qud °® w no desaparece porque ninguna mujer tenga el tipo
particular de sirviente denotado p&” | Sw, que denota meramente a todo amante de
cualuier sirviente que haya de cualquier mujer; por lo que la segunda férmula esta
afectada de una manera parecida, de forma que la desaparitigrsd® hace qués
desaparezca, sino que esto debe interpretarse como que denota a todo lo que es un
amantede cualquier forma que lo sea de alguna mandeaun sirviente. Entonces, al

igual que tenemos por (112) que

(124.) 1S=171 (17 1)s;
Igualmente tenemos
(125.) 's=17 1 (17 9).

El Sr. De Morgan denotd y 's por L SyNinS respectivamente, y ha disefiado en detalle
la manera de formar el inverso y el opuesto de estas funciones. Para el inyerso de

escribow, y para el den, u.

x Fx 6-* K6~

mn uw 1=—m)"="1—n)|“Q—u)=(1—w)Y
mr="""(1_n)|*w=(1-u)'-= (1—=m)n w(l—u)
"n=(1—m)1-m|gygu=>0-u)] _ y) m(l—n) (1-w)u
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Denominaré a la operacion por la que w se cambig, anvolucion inversa Todas
las leyes de esta menos una son las mismas que las de la involucién ordinaria, y la Unica
excepcion es del tipo, se dice, que demuestra la regla. Es aquella que, mientras en la
involucion ordinaria tenemos

(| s )W = (sw);

en la involucién inversa, tenemos
(126.) ' w) = w;
estoes, las cosas que no son amantes de nada salvo de las cosas que no son sirvientes de
nada salvo de mujeres, son las cosas que son amantes de sirvientes de nada salvo
mujeres.

Las otras férmulas fundamentales de la involucién inversa son como sigue:
(127.) w=w S,

0, las cosas que son amantes o sirvientes de nada salvo mujeres son las cosas que son

amantes de nada salvo mujeres y sirvientes de nada salvo mujeres.

(128.) ', u) =", u,

0, las cosas que son amantes de nada salvo violinistas franceses son las cosas que son
amantes de nada salvo franceses y amantes de nada salvo violinistas. Esto, quizas, no es

totalmente axiomatico. Se demuestra como sigue. Por (125) y (30)

s — (1 — ) + 11 — )
1(f,u)=6 I} f.u)=6 (( ) + U u

Por (125), (13), y (7),

e — — -— —_ —_ 1 —
"f,‘u=6 1 ”,6 I} w . g—ua ) U u)

Finalmente, el teorema del binomio se sostiene con la involucion inversa. Ya que
aquellas personas que son amantes de nada salvo franceses y violinistas constan,
primero, de aquellas que son amantes de sadla franceses; segundo, de aquellas, que

de alguna manera, son amantes de nada salvo franceses y, en todas las otras maneras, de
nada salvo violinistas, y, finalmente, de aquellas que son amantes solo de violinistas.
Esto es,

(129.)

fu 4 f) = 'u + 2, 7P 4 '
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Para conservdos coeficientes numéricos, debemos permitir duesga el numero de

personas de las que una persona es amante. Podemos escribir entonces

!
(u+f) =ta 4 73— "y Mg 4 10 A= Hitey g o oo,

Tenemos, también, la siguiente formula que combina las dos involuciones:
| - W,
(130.) (s") = (9"
esto es, las cosas que son amantes de nada salvo de las que son sirvientes de todas las
mujeres son las mismas que las cosas que estan relacionadas con todas las mujeres

como amantes de nada salvo de sus sirvientes.

Merece la pena mencian de pasada, una proposicion singular derivable de (128).
Puesto que por (124) y (125)

Xy = (1| X)(l i Y),

y puesto que
1-(@+H)=6"6+40_6"16-1_ (1 _ uy - f,

(128) nos da,

I=-0Dt=wa=0_q_pa-w
21— (0 = p)' =, - p) =0
+ (1 =)=
Esto es, por supuesto, taardadero para u y f como parai(l) y (17 f). Haciendo
esas sustituciones, y quitando la negacion de ambos lados, tenemos, por (124)

(131)  ThH=0u) 17 o+, pf), (),

O, los amantes de violinistas franceses son aquellas psrgae, en referencia a todo
modo de amar lo que sea, o bien de esa manera aman a algunos violinistas, o bien de
alguna otra manera aman a algunos franceses. Esta proposicion légica no es,
ciertamente, autevidente, y su importancia practica es considerdde una manera

parecida, de (12) obtenemos

(132) €0 f e(fipd+, cp),
esto es, decir que una persona es tanto un emperador como un conquistador del mismo

francés es lo mismo que decir que, tomando cualquier clase de franceses gsta sea, e
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persona es o bien un emperador de alguno de esta clase, o bien conquistador de alguno

entre los franceses restantes.

Las propiedades del cero y de la unidad, con referencia a la involucion inversa, se
derivan facilmente a partir de (125). Las doy aqui en comparacién con las formulas

correspondientes para la involucién directa.

(133)) %=1 X =1.
(134.) =0 &0,

dondeq es el inverso de un relativo ilimitador s mayor que cero.

(135.) x=x Xt =X,

(136.) 1=y 1=z

dondey es infinitesimal yz es individual. De otra manera, ambos desaparecen.
(137)) s=0 p'=0,

dondes es menor que la unidadoyes un relativo limitado.

(138.) 1=1 1“=1.

En otros respectos las formulas para las dos involuciones no son tan analogas como
pudiera suponerse; y esto se debe a la desemejanza entre términos individuales e
infinitesimales. Tenemos, es verdad, queXses un infinitesimal yX6 un término

individual,

(139.), (140.) y (141.)

X,(@y,z) = Xy,Xz like (y,2)X' = yX',zX";
X.,y, =X, ,Xy “ Xy, = X', yX;
(X} =1 “ X1 =1.

También tenemos
(142)) Xy 1" %y.

Peronotenemos',y = X,y y, consiguientement@otenemosw i * sw, porque esto falla

si hay algo que no sea un sirviente de algoranera, mientras que la férmula
correspondients” i’ sw solo falla si no hay nada que sea una mujer. Ahora bien, es
mas frecuente el caso de que haya algo que roTememos, con la involucién inversa

como con la directa, las formulas
(143.) Sk1'y 21"’z
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(144.) SKT'y X1 Y.
La primera de estas nos da
(145.)  Swi (eesy,

O, lo que sea amante de nada salvo lo que sea sirviente de nada salvo de mujeres esta
ante nada salvo una mujer en la relacibn de amante de todo sirviente de ella. Las

siguientes formulas pueden demostrarse sin dificultad.
(146.) w1’ Sw,

0, todo amante de alguien que no es sirviente de nada salvo de una mujer no esta ante

nada salvo las mujeres en la relacion de amante de nada salvo de un sirviente de ellas.
(147.) 'swi” (sw),

0, todo lo que esté ante una mujer en la relacion de amante de nada salvo de un sirviente

de ella no es un amante de nada salvardiestes de mujeres.
Las diferenciales de las funciones que implican a la involucién inversa son
(148.) d™ = {n}"" *x,dx.

(149.) d'l =”,dx log x.

En relacion a las potencias G | tenemos
(150.)
J.‘G s 61

Los exponentes con un punto pueden también ponerse en cualquiera de los dos lados
de las letras a las que afectan.

La mayoria de las funciones xlen este algebra puede ponerse en la forma

rr — p
Ux=pEBAq "X pBq.

Los teoremas de Taylor y McLaurin se sostienen bien, para todas estas funciones, en la

forma,

(151.)
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a
b

El simbolo

se utiliza para denotar que a debe ser sutituido por b en lo que sigue.

En aras de la perspicuidad, escribiréeeerema de McLaurin completo.

ox = ;x 2 (&'a/0 + 5. + %.:{“ 4 %.a‘" & etc.)@x.

La demostracién de estos teoremas es muy simple. El difergmeia)){ dePx? es el
anico que no desaparece cuandaesapareceEste diferencial, entonces, deviene
[p + g]'.P(dX) Es claro, en conseencia, que los teoremas se sostienen cuando los
coeficientedA%y PBY sonl. Pero el desarrollo general, por el teorema de McLaurin, de
alixo xXalesta en una forma (112) que reduce a la identidad. Es muy probable que la
aplicacion de estos teoremas no esté confinada a los limites a los que la he restringido.
Podemos escribir estos teoremas en la forma
(152.)

y 0
x| | y

6{/ = /,

siempre que asumamaqse, cuando el primer diferencial es positivo,
67 = %,(/0 + 5 + 5% + etc,
pero que, cuando el el primer diferencial es negativo, deviene por (111),
=1+ &

Como otra ilustracion del uso que puede hacerse en légica de la diferenciacion
consideremos el siguiente problema. En una institucion determinada todos los oficiales
(x) y, también, todos sus amigos comurfgs@n personas privilegiadas (y). ¢, Como se
reducira a un minimo la clase de las personas privilegiadas? Aqui tenemos

y=x+f*
dy =dx +df*=dx i f*, (17 f)dx.

Cuando y esta a un minimo no disminuye ni por una disminucién ni por un aumento de

X. Esto es,
[dy] >T O,

y, cuando [xJdisminuye en uno,
[dy]T" O.

Cuando x es un minimo, entonces
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_pmt 1 - el <0
& - (1 = fHex] > 0 (& -f ,1(1 1)
[[a/)’((] —f[f",(l N >0 A =TT (1 - fex] < 0.

Ahora, tenemos por (30)
f%, (17 f)dx =7 (0;0),(17 f)dx.
Por lo que

1 —< [&] + [0;0,1.[0 — )]
[~ > [ + [0;0,].[A — k],

Pero [0;0,] sencuentra entre los limites0y 1, y

(153.) dx] = 1.
Tenemos, en consecuencia,
[f¥] ~ L+[@7f)1] fE Y >T 1

Esta es la solucién general del problema. En el caso de que una perspoadguser
un oficial en la insitucion sea amigo de una segunda persona tal es independiente
igualmente probablede que sea amigo de cualquier tercera persona tal, y si tomamos
p, 0 la clase completa de tales personas, como nuestro universo, tenemos,
p=1
X _ (U\x
[f ,] = L[sz]] - ([P] 2
[ — A&l = 11 — £l = (o) — D[]
5,1 — Nl = (B)H.(p) - FD- [

Sustituyendo estos valores en nuestras ecuaciones marcadas (A) obtenemos, por medio

de una pequefia reduccion,

log (p] — [/
X > et
[X]—< log ((p] — [fD . 1.

log [p] — log [f]

Se alcanzaria la misma solucién siguiendo un camino totalmente difeqgitando el

calculo de las diferencias finitas del modo habitual.

Los relativos elementales

Por un relativo elemental me refiero a uno que significa una relacion que existe

Gnicamente entre pares mutuameerexcluyentes (o, en el caso de un término
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conjugativo, tripletes, cuartetes, etc.) de individuos o, si no, entre pares de clases de una
forma tal que todo individuo de una clase del par esté en esa relacion con todo individuo
de la otra. Si suponemos geme toda escuela, todo profesor ensefia a todo alumno (una
suposicion que haré, tacitamente, siempre que hable de una escuela en este escrito),
entoncesalumnoes un relativo elemental. Es claro, a partir del hecho de que si una
relacion estd lo suficienteante determinada Unicamente puede existir entre dos
individuos, que todo relativo puede concebirse como como una suma légica de relativos
elementales. De esta forma, pedrees o bien padre en los diez primeros afios de la era
cristiana, o bien padre enslaliez segundos afios, o bien en los diez terceros; o bien,
antes de esta era, en los diez segundos afios, o en los diez terceros afos, etc. Cualquiera
de estas especies de padre es padre por primera vez o padre por segunda vez, etc. Ahora
bien, un relativacomo «padre, por tercera vez en la segunda década de nuestra era, de

» significa una relacién que Unicamente puede existir entre pares de individuos
mutuamente excluyentes y es, en consecuencia, un relativo elemental; y asi el relativo

padrepuede esolverse en una suma légica de relativos elementales.

La concepcién de un relativo como resoluble en relativos elementales tiene el
mismo tipo de utilidad que la concepcién de un relativo como resoluble en

infinitesimales o de cualquier término conesoluble en individuos.

Los relativos elementales simples estan interconectados en sistemas de cuatro.
Puesto que si se toma A:B para denotar el relativo elemental que multiplicado en B da
A, entonces, existiendo esta relacion como elemental, tenéwsocuatro relativos

elementales
AA AB B:A BB
Un ejemplo de un sistema tal esolega: profesor: alumno: compafiero de escuela.
De la misma forma, obviamente, los conjugativos elementatés en sistemas cuyo

ndmero de miembros es ¢ 1)" * ! donden es el nimero de correlatos que tiene el

conjugativo. Por el momento, consideraré Unicamente a los relativos simples.

La existencia de una relacién elemental supone la existencia de pares de clases
mutuamente excluyentes. Los primeros miembros de esos pares tienen algo en comudn
gue los discrimina de los segundos miembros y pueden, en consecuencia, unirse en una

clase, mientras que los segundos miembros se unen en una segunda clase. De esta
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forma, alumnono es relativo elemental a menos que haya una distincion absoluta entre
aquellos que ensefian y aquellos que son ensefiados. Tenemos, en consecuencia, dos
términos genetas absolutos que son mutuamente exluyentes, «cuerpo de profesores de
una escuela» y «cuerpo de alumnos de una escuela». Estos términos son generales
porque queda indeterminado a qué escuela se refiere. Llamaré a los dos términos
absolutos, mutuamente edgentes, que supone cualquier sistema de relativos
elementales, logextremos universalede ese sistema. Hay determinados caracteres
respecto a cuya posesion ambos miembros de cualquiera de los pares entre los que haya
una determinada relacion elementah@eerdan. De esta forma, el cuerpo de profesores

y el cuerpo de alumnos de cualquier escuela concuerdan repecto al pais y a la época en
gue viven, etc. A estos caracteres los denoroamacteres escalargsara el sistema de
relativos elementales con losegestan asi relacionados; y a los relativos escritos con

una coma, que significa la posesion de esos caracteres, los deespataregpara el

sistema. De esta forma, suponiendo que los profesores franceses solo tienen alumnos

franceses yiceversael rdativo
f,

sera escalar para el sistema «colega: profesor: alumno: compafero de escueala». Si

un relativo elemental para el gsies un escalar,
(154.) Sr=rs,.

Denotenc, t, p, s los cuatro relativos elementales de cualquier sistema; tales como
colega, profesor, alumno, compafiero de escuela; y sean a,, b,, c,, d,, escalares para este

sistema. Entonces, a cualquier relativo que pueda expresarse en la forma
a,ctbt+cp+ds

lo denominaré umguaternio l6gico Sean denotados tales relativos gogd ¢o , et c. Es
claro, entonces, a partir de lo que ha sido dicho, que cualquier relativo puede

considerarse resoluble en unana légica de cuaternios l6gicos.

La multiplicacién de relativos elementales del mismo sistema sigue una ley muy
simple. Porque, si uy v son los dos extremos universales del sisterpas, podemos
escribir

c=uu t=uv Pp=Vviu s=Vy,

y, entonces, si w y w6 son cada uno o bien



(155.) G 1w o, (wo: w)

Esto nos da la siguiente tabla de multiplicacioniesde el multiplicador entra en el
lateral de la tabla y el multiplicando en la parte superior, y el producto se encuentra en

el medio:

(156.)

Las dieciséis proposiciones que expresa esta tabla son, en lenguaje ordinario, como

sigue:
Los colegas de los colegas de cualquier persona son los colegas de esa persona;

Los colegas de los profesores de cualquier persona son losopesfate esa

persona;
No hay colegas de los alumnos de cualquier persona;
No hay colegas de los comparieros de escuela de cualquier persona;
No hay profesores de los colegas de cualquier persona,
Los profesores de los alumnades cualquier persona son los colegas de esa persona;

Los profesores de los comparferos de escuela de cualquier persona son los
profesores de esa persona;

Los alumnos de los colegas de cualquier persona son los alumnos de esa persona;

Los alumnos de los profesores de cualquier persona son los compafieros de

escuela de esa persona;
No hay alumnos de los alumnos de cualquier persona;
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No hay alumnos de los compafieros de escuela de cualquier persona;
No hay compafieros de escuela de los colegas de cualquier persona;
No hay compafieros de escuela de los profesores de cualquier persona;

Los compafieros de escuela de los alumnos de cualquier persona son los alumnos

de esa persan

Los comparfieros de escuela de los compaferos de escuela de cualquier persona

son los comparieros de escuela de esa persona.

Esta simplicidad y esta regularidad en la multiplicacion de relativos elementales
debe, claramente, destacar laidad de la concepcion de un relativo como resoluble en

una suma de cuaternios logicos.

A veces puede ser conveniente considerar los relativos cada uno de los cuales es de

la forma
a,i+b,j+ck+d,Il+etc.

donde a,, b,, c,, d,, etc. son escalareg, &, |, etc. son cada uno de la forma
m,u+n,v+o,w+ etc.

donde m, n, o, etc, son escalares, ¥, w, etc. son relativos elementales. En todos estos
casos (155) dara una tabla de multiplicacion parak, I, etc. Por ejemplo, si tenemos
tres clases de individuos;,up, W, que estan relacionados unos con otros en pares,
podemos poner

Up: Up =i Ui: Up =] u-uz =K
U U= | U Up=m U Uz=nN
Us: b =0 Uz b =p Us. Uz =(

y por (155) obtenemos la tabdle multiplicacion
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Si tomamos
I = Ug: Uz + Up: Uz + Us: Ug,

J = Up: Us+ Wp: Uy,

K= Uy Ug,
tenemos
i Jj k
i Jj k 0
J k 0 0
k 0 0 0
Si tomamos
| = Ug: Up+Up: U+ Ug: Us+ Us; Us+ Uy Us,
J = Ug; Uz +Up: Uy,
K= uy: U,
| = Ug: Ug +a.Us; U7 +b.Uj: Ug+ Up: Us+ C.Us: Us,
M = Us: Us,
tenemos
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i J k 0 m 0

J k 0 0 0 0

k 0 0 0 0 0

l a.m 0 0 o 0
t.m

m 0 0 0 0 0

Estas tablas de multiplicacién han sido copiadas de la monografia del Profesor Peirce
sobre Algebras Asociativas LinedigsPuedo afirmar, sobre una evidencia inductiva
razonable, que todas estas algebras pueden interpretarse sobre los principios de la
presente notacion de la misma forma que las que se han dado arriba. En otras palabras,
todas estas algebras son complicagonenodificaciones del algebra de (156). Es muy
probable que esto sea verdadero de cualesquiera algebras. El Profesor Peirce ha
mostrado que el algebra de (156), que tiene un caracter tan fundamental en referencia al
algebra puro y a nuestra notacion légies el algebra de los cuaternios de Hamilton. De
hecho, si ponemos

l1=4d+1
i'=V'1 - b*Ji — (V1 = a®h + abJ)j
+(V1 —-a* —abd)k — V1 - b*JL

bV — Ui + (ac — V1 — a1 = bV'1 — ¢?
~(V1 = a% + aV'1 - b*V'1 — cA))j

—(ac — V1 = a1 - bWV1 - ¢ + (V1 — a%
+aV1 = bWV1 = ANk + bV'1 — ¥l

k' = bedi + (V1 — a®V1 - b% + aV'l - ¢?

+ @V = b — V1 —a*V1 - c)))j

- (V1 —a*V1 - b% +aV'l — ¢ - @Vl - b%
— V1 —a®V'1 — ANk — bedl.

k'.'
[

dondea, b, ¢, son escalares, entoncesdj6 kb6 son | os cuatro factor

de los cuaternios, cuya tabla de multiplicacién es como sigue:

' Linear Associative AlgebraBenjamin Peirce. 4to, litografiad&/ashington. 1870.
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1 1 i g° k ]

i i -1 k' =3

J J -k’ ~1 i

k k F —i |
L

No forma parte de mi propdsito actual considerar la relacion con la filosofia del
espacio de este caso, en logica pura, del dlgebra que expresa todas las propiedades del
espacio; pero es apropiado sefialar que un método de trabagstaamotacion seria el
de transformar las expresiones logicas dadas en la forma de los cuaternios de Hamilton
(tras representarlos como separados en relativos elementales) y, entonces, hacer uso del
razonamiento geométrico. Las siguientes formulas ayndardste proceso. Tomemos
el relativo cuaternio

g=xi+yj+zk+wl,

dondex, y, zy w son escalares. Las condiciones de ggea urescalatr unvector, etc.
(esto es, denotadas por una expresion algebgyaiealenote un escalar, un vector, etc.,

en geometria), son

(157.) Forma de un escalafi + |).
(158.) Forma de un vectoxi + ij + zkT xI.

(159.) Forma de un versor:
2 1)~h 4 2E - 1)y 45— 1)k +2(E- 1)
(160.) Forma de cero:
xi + xyj + k + 2l
(161.) Escaladeq:
Sq = Xx + w)i + ).
(162.) Vector de:

Vg = Ya — w)i + i + 2k + 3w — 2l
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(163.) Tensor de:
Tg = Vxw — yz(i + ).
(164.) Conjugado de:
Kg = wi — yj — zk + «l.

Para mostrar las interpretaciones logicas de estas funciones, consideremos un universo

de mondégamos casados, en que marido y esposa tienen, siempre, en comun el pais, la

raza, la fortuna y la virtud. Denotdn«hombre que es » «marido de

» k «esposa de » | ymujer que es %, «negro que es

»Y «persona rica que es Z»,«americano que es WY
«ladron que es ». Entonces, siapdefinido como se indico mas arriba, los

gs de cualquier clase consistiran de tantos individuos de esa clase como sean-hombres
negros o mujeremdronas junto con todas las personas que son maridos ricos o esposas
americanas de las personas de esta clase. Entongeder&8a, por (160), a todosslo
negros y, ademas, a todos los ladrones, mientras gqjes 8l término indefinido que
denota a la mitad de los negros y a la mitad de los ladrones. Ahora bien, aquellas
personas que son atfe de cualquier clase (esto es, ¢gsde si mismos en esa clase
sonxi + wl; afladamos a estos sus conyugues Yy tenempERS)eneral, denominemos

(j + K a «el correspondiente de ». Entonces, el escalar doble de cualquier
relativo cuaternio, q, es ese relativo que denota todos logjaytoademas, «todossl
correspondientes de awgs de ». @)% denota todas las personas que
pertenecen a pares de agwcorrespondientasenogodas las personas que pertenecen

a pares de qgs correspondientes uno de otro.

Como un ejemplo muy simple de la aptiden de la geometria a la logica de
relativos, podemos tomar el siguiente. El axioma de Euclides que concierne a las
paralelas se corresponde con el principio del cuaternio, de que el cuadrado de un vector
es un escalar. De esto se sigue, puesto que pa@) YjL+ zk es un vector, que los
maridos ricos y las esposas americanas de los esposos ricos y las esposas americanas de
cualquier clase de personas estan totalmente contenidos en esa clase, y pueden ser
descritos sin ninguna discriminacién de sexo. Dehbgpor (156), los maridos ricos y
las esposas americanas de los maridos ricos y las esposas americanas de cualquier clase

de personas, son los americanos ricos de esa clase.
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Lobatchewsky ha mostrado que el axioma de Euclides concerniente aalatapar
puede suponerse que sea falso sin invalidar las proposiciones de la trigonometria
esférica. Entonces, para que las correspondientes proposiciones se sostengan bien en
l6gica, no necesitamos recurrir a relativos elementales, sino que Unicamente
necegiamos tomar S y V en sentidos tales que todo relativo de la clase que se considera
sea capaz de ser visto como la suma de un escalar y un vector, y que un escalar
multiplicado por un escalar sea un escalar, mientras que el producto de un escalar y un
vecor es un vector. Ahora bien, para cumplir con estas condiciones Unicamente
tenemos que tomamg®omo «auteg de  » y d como «alieq de __ » (q de otro,
siendo ese otro ),aypuede ser cualquier relativo. Puesto que «amante», por
ejemplo, es disible en auteamante y alieamante; un autamante de un auto
benefactor de personas de cualquier clase estad contenido en esa clase y, ni el auto
amante de un alibenefactor de cualesquiera personas ni elaahante del auto
benefactor de cualesquigparsonas estan entre esas personas. Supongamos, entonces,

que tomamos la formula de la trigopnometria esférica,
cosa=cosb cosc+cosA senb senc.

En forma de cuaternio, esto es,

(165.) B0 = ()(Sa) +S ((VR)(VQ)).

Seap «amante», yq «benefactor». Entonces esto se lee, los amantes de sus propios
benefactores consisten en los aamoantes de los auttenefactores junto con los alio

amantes de los alibenefactores de si mismos. Por lo que la férmula,

sen b toesn pb& =cicssenc ¢ c ocso sp abd cos pcbo
sen b cos pb,

donde A6, B6, C6, son | os polos positivos d

(166.)  Vpa) = (Vp)(Sa) + (Sp)(Va) + V((VP)(VA)),

y la interpretacion logica de esto es: los amantes de los benefactores de otros consisten
en los alieamantes de los autmenefactores, junto con los attmantes de los ako
benefactores, junto con los abmantes de los alibbenefactores de otros. Es paco
sorprendente que, al igual que en la geometriceuctidea o imaginaria de

Lobatchewsky el axioma concerniente a las paralelas se sostiene bien solo con los
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elementos ultimos del espacio, su equivalente l6gico se sostenga bien solo para los

relativoselementales.

De lo que se ha dicho se sigue que para toda proposicion de la geometria hay una
proposicion en la logica pura de relativos. Sin embargo, el método para operar con el
algebra l6gico que se funda en este principio parece tener poca uflaaotro lado,

este hecho promete arrojar alguna luz sobre la filosofia del e$pacio
PROPIEDADES DE LOS TERMINOS RELATIVOS PARTICULARES

Clasificacion de los relativos simples

Cualquier popiedad particular que pueda tener cualquier clase de términos
relativos puede ser enunciada en la forma de una ecuacion, y nos proporciona otra
premisa para la solucion de los problemas en los que aparezcan tales términos. Una

buena clasificacién de laglativos es, en consecuencia, una gran ayuda en el uso de

* Las investigaciones de Lobatchewsky no proporcionan ninguna solucidon para la cuestion que

concierne a la aprioridad del espacio. Porque, aunque ha mostrado que es concebildspguoso tenga
propiedades tales como que dos lineas estén en un plano e inclinadas una respecto a la otra sin llegar a
juntarse nunca, extiéndanse lo que se extiendan, no obstante, no ha mostrado que los hechos implicados
en esa suposicion son inconerges con la suposicion de que el espacio conserva su naturaleza actual y

las propiedades Unicamente de las cosas que cambian en él. Por ejemplo, en la geometria de
Lobatchewsky una estrella a una distancia infinita tiene un paralaje finito. Pero supsnmaemel

espacio tiene sus propiedades actuales, y supongamos que hubiera un punto en el universo hacia el cual
cualquier cosa que se moviera se expandiria, y alejandose de él se contraeria. Entonces, esta expansion y
contraccién pudiera obedecer una ley que una estrella, cuyo paralaje fuera finito, estaria a una
distancia infinita medida por el nimero de veces que se deba emplear un metro para medir esa distancia.
No he visto las investigaciones de Beltrami, pero entiendo que muestran que algooagilespe esta

forma, puede ser que, hagas las suposiciones que hagas respecto a los fen6menos, estos puedan
reconciliarse con nuestra geometria actual o mostrar que comprometen contradicciones implicitas. Si esto
es ast y que lo sea 0 no es una cuesta@dmpletamente abiertaentonces los principios de la geometria

son necesarios, y no resultan de las peculiaridades de cualquier objeto conocido, sino de las condiciones
del conocimiento en general. Al hablar de las condiciones del conocimiento, esl,geméengo presente

ninguna concepcion psicolégica, sino Unicamente una distincion entre principios de los que, si los hechos
presentasen un dificultad suficiente, pudiera siempre dudarse l6égicamente, y principios que puede
mostrarse que no pueden esthiertos a la duda a partir de ninguna dificultad en mis hechos, en la
medida que contindien siendo supuestos en todo el procedimiento légico.

Pero, abandonando este punto, las conclusiones de Lobatchewsky no echan abajo positivamente la
hipétesis deque el espacio es priori. Porque él solo ha mostrado que una determinada proposjoién,
no se cree habitualmente que sea axiomagsaconcebiblemente falsa. El que la gente pueda tener dudas
0 estar equivocada acerca de la verdatiori, no destrug toda la importante distincién practica entre
las dos clases de necesidad. Puede decirse que si la geometria de Lobatchewsky es la verdadera, entonces
el espacio implica una constante arbitraria, cuyo valor no puedeadariegi. Esto puede ser; perogue
ser que las propiedades generales del espacio, con el hecho general de que hay una constarge tal, sean
priori, mientras que el valor de la constante esta solo determinado empiricamente.

Me parece claro que ninguna especulacion geométrica resolvera la filosofia del espacio, que es una
cuestion légica. Si el espacio aspriori, creo que esta, de alguna manera recondita, implicado en la
I6gica de relativogNota de Peirck Lobatchewsky Nikolai. Geometrische Untersuchungen zur Theorie
der Parallellinien Berlin: G. Fincke, 1840.
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esta notacion, al igual que la notacion es, también, una ayuda para formar tal

clasificacion.

La primera division de los relativos es, por supuesto, en relativos simples vy
conjugativos. Laslivisiones mas fundamentales de los relativos simples se basan en la
distincidon entre los relativos elementales de la forma (A:A) y los de la forma (A:B).

Estas divisiones lo son respecto al grado de oposicion entre el relativo y el correlativo.

a. Los relativos simples son, de esta manera, divisibles primariamente en los
relativos todos cuyos elementos son de la forma (A:A) y los que contienen elementos de
la forma (A:B). Los primeros expresan un mero acuerdo entre las cosas, los segundos
ponenuna cosa contra otra y, en ese sentido, expresan una oposgithajafll s ) :
denominaré, en consecuenaancurrentesa los primeros yponentes los segundos.
Aparece la distincion, en esta notacion, como aquella entre los relativos con una coma,
tales como (w,), y los relativos sin una coma, tales camipy(esto es, evidentemente,
de la mayor importancia. El caracter que se significa con un relativo concurrente es un
caracter absoluto, y el que se significa con un relativo oponente es un calatter, r

esto es, uno que no puede ser prescindido de la referencia a un correlato.

b. La segunda divisibn de los relativos simples con referencia al grado de
oposicion entre el relativo y el correlativo, es en aquellos cuyos elementos pueden ser
dispuestos en grupos de cuadrados, cada cuadrado como este,

AA A:B A:C

B:A B:B B:C

CA CB c.C
y aquellos cuyos elementos no pueden disponerse asi. A los primeros (ejemplos de los
cuales son «igual a », «parecido a ») pueden denominarseles
copulativosy a los segundoso-copulativos Un copulativo multiplicado por si mismo
da él mismoEl profesor Peirce llama a las letras que tienen esta propiddathotens
Esta distincion es, por supuesto, muy importante en el &lgebra puro. Todos los

concurrentes son copulativos.

c. Tercera, los relativos son divisibles en aquellos que tpdmelemento de la

forma (A:B) tienen otro de la forma (B:A), y aquellos a los que falta esta simetria. Esta
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es la vieja division entrequiparantesy desequiparanté$ o, en el lenguaje de De
Morgan, relativos convertibles e inconvertibles. Los equigesaison Sus propios
correlativos. Todos los copulativos son equiparahtes

d. Cuarta, los relativos simples son divisibles en aquellos que contienen
elementos de la forma (A:A) y aquellos que no. Los primeros expresan relaciones como
lasqueune osa puede tener consi go misma, | os s
6enemigo de _ 0) relaciones que nada pu

puede denominarseleautorelativos a los segundosalio-relativos Todos los

copulativos son autrelativos.

e. La quinta division es en relativos algo de cuya potencia (el producto repetido)
contiene elementos de la forma (A:A) y aquellos de los que esto no es verdadero. A los
primeros les denomino relativasclicos a los segundos relativom-cidicos. Como

ejemplo de los primeros, tomemos

(A:B) +, (B:A) +, (C:D) +, (D:E) +, (E:C).
El producto de esto por si mismo es

(A:A) +, (B:B) +, (C:E) +, (D:C) +, (E:D).
La tercera potenaies

(A:B) +, (B:A) +, (C:C) +, (D:D) +, (E:E).
La cuarta potencia es

(A:A) +, (B:B) +, (C:D) +, (D:E) +, (E:C).

La quinta potencia es

e «Quaedam sunt relationes equiparantiae, quaedam disquiparantiae. Primae sunt relationes similium
nominum, secundae relationes dissimilium nominum. Exemphimm pst quando idem nomen ponitur in
recto et in obliquo, Egemplumsecandimstduandosunumindmen persturins i mi | e
recto sed aliud in oblique, sicut pate rest filii pater et non oportet quod sit patris gatéham
Quodlibetumg, qu. 20. Veédse, también, Summa Logicegars 1, cap. 52. «Relativa equiparantiae: quae
sunt synonyma ¢ unRelaivai dsquigammtiaee duaet norv surd dynonyma cum suis
correlativis». Pschlacher étetrus HispanusPuede encontrarse la mia definicidn, sustancialmente, en
muchos légicos medievales tardids$ofa de Peirck Guillermo de OckhamQuodlibeta septem una cum
tractatu de sacramento altarArgentiae, 1491; Ysumma logicaeParis: Johannes Higman, 1488. Trad:
«Hay relaciones dequiparancia y de desequiparancia. Las primeras lo son de nombres parecidos, las
segundas de nombres no parecidos. Un ejemplo de la primera es cuando el mismo nombre aparece en el
caso nominativo y en el oblicuo, como lo que es semejante a lo semejasmeaiante a (lo que es
semejante)é Un ejemplo de |l a segunda es cuando un n
caso oblicuo, como padre es padre de hijo y no, propiamente, padre de [patras» Hispanus.
Compendi ar um p ar Edtadapor Kbnoad Pschalér.iViema, 1512, hoja Trad: «Los
relativos de equiparancia son sin-nimos con Sus CO
sinénimos con sus correlatos».
'8 También puede optarse por la traducciggyivalentey desquivalentegNota del traductd
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(A:B) +, (B:A) +, (C:E) +, (D:C) +, (E:D).
La sexta potencia es
(A:A) +, (B:B) +, (C:C) +, (D:D) +, (E:E).

donde todos los términos son de la forma (A:A). Estos relativos, pamo de ,

son ciclicos. Todos los equiparanses ciclicos.

f. La sexta division es en relativos de los que ninguna potencia es cero, y relativos
de los que alguna potencia es cero. A los primeros puede denominasgbeablesy
a los segundoagotables Un ej empl o denjyogepdéemeros eé,

segundos Omarido de 6. Todos |l os cz2cl

g. Séptima, los relativos simples pueden dividirse en aquellos cuyos productos por
si mismos no son cero, y aquellos cuyos productos por si mismos som\ deso.
primeros puede denomindrseles relativegetidores y a los segundos relativos-

repetidores Todos los relativos inagotables son repetidores.

h. Los relativos repetidores pueden dividirse (segun De Morgan) en aquellos
cuyos productos por si mismos estan contenidos bajo si mismos, y aquellos de los que
esto no es verdadero. Los primeros estan bien llamados por De Mwagaitjvos y
los segundomtransitivos Todos los transitivos son inagotables; todos los copulativos
son transitivos; y todos los equiparantes transitivos son copulativos. La clase de los
transitivos equiparantes tiene un caracter, el de sefr@atovos, no implicado en las

definiciones de los términos.

i. Los transitivos son, ademas, divisibles en aquellos cuyos productos por si
mismos son iguales a si mismos, y aquellos cuyos productos por si mismos son menos
que si mismos; a los primeros puede denominarselesnuos y a los segundos
discontinuos Un ejemplo de los segundos se encuentra en la matematica pura de un
continuo, donde s es mayor qué, es mayor que algo mayor goiey en la medida en
quea y b no son de la misma magnitud, siempre existe una magnitexvimente.

Todos los concurrentes son continuos.

J. Los intransitivos pueden dividirse en aquellos cuyo numero de potencias
(productos repetidos) que no estan contenidas en la primera, es infinito, y aquellos de
los que alguna potencia estd indh en la primera. A los primeros puede

denominarselemfinitos, y a los segundofinitos. Los inagotables infinitos son ciclicos.
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En adicion a estas, las viejas divisiones de relaciones en relaciones de razon y
relaciones reales, de las seguné@aspotenciales y actuales, y de estas Ultimas en

extrinsecas e intrinsecas, son, a menudo, {itiles
«<NO»

Ya hemos visto que 6no¢B " Es & manudo masue 6, s
conveniente escribirlo coma. La propiedad fundamental de este relativo se ha dado
antes (111.). Es que,
67" =1-nx
Otras dos propiedades se expresan con los principios de no contradidedrioy
excluso. Son

x,G_’ = 0:

>

x $67% =1,
Las siguientes propiedades deducidas son de aplicacion free(&6fe) y (168.)

G~ =y — g—= + G
6—.1'1/ — G_ry

La primera de estas es la contraparte de la formula geriérak Z, 7. La segundaos

permite siempre bajar el exponente del exponenw6 dea la linea, y hacerle un factor.

19 «Duplex est relation: scilicet rationis et realis. Unde realtio rationis est quae fit per actum

comparativum intellectus, ut sunt secundae intentions; sed relation realis est duplex, scilicet aptitudinalis
et actualis Aptitudinalis est quae non requirit terminum actu existere sed solum in aptitudine; cujusmodi
sunt omnes propriae passiones, omne aptitudines, et omnes inclinations; et tales sunt in illo
praedicamento reductive in quo sunt illa quorum sunt propriaeopassiSed relation actualis est duplex,
scilicet, intrinsecus adveniens, et extrinsecus adveniangsecus adveniens est quae necessario ponitu
positis extremis in quacunque etiam distantia ponantur, ut similitude, paternitas, equalitas. Extrinsecus
adveniens est quae necessario non ponitur, positis extremis, sed requiritur debita approximation
extremorum; cujusmodi sunt sex ultima predicament, scilicet, action, passio, quando, ubi, situs, et
habitus».Tartaretus. lota de Peirck Tartaretus, Petrug&xpositio magistri Petri Tatareti in summulas

Petri Hyspani Lugduni, 1509, fol. 23c. TradiLa relacion es doble: propiamente, relacion de razén y
relacion real. La relacion de razén es aquella que se hace por mediacién de un acto comparativo del
intelecto, como son las segundas intenciones; pero la relacion real es doble: propiamenteahptitudin
actual. La relacion aptitudinal es aquella que no requiere que sus términos existan actualmente sino solo
en aptitud.; tales son todas las pasiones apropiadas, todas las aptitudes y todas las inclinaciones; y estas
estan en aquel predicamento redwwten que estan las cosas cuyas pasiones privadas son. Pero la
relacion actual es doble; propiamente, intrinsecamente adviniente y extrinsecamente adviniente.
Intrinsecamente adviniente es aquella que esta necesariamente afirmada cuando los extremos estan
afirmados a la distancia que sea, como en las semejanzas, la paternidad, la igualdad. La extrinsecamente
adviniente es aquella que no esta necesariamente afirmada cuando los extremos estan afirmados, sino que
requiere una adecuada proximidad de los extremadss son las seis Ultimas categorias; propiamente,
accion, pasioén, tiempo, lugar, posicién y habito».
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Por el primer principio, los objetos que no son violinistas franceses constan de objetos
que no son franceses, junto con objetos que no son violinistas; pegwido, los
individuos que no son sirvientes de todas las mujeres son los mismos que los no

sirvientes de algunas mujeres.
Otra propiedad singular ¢@ ' es que, (169.)

If [I] > 1 G— 'y = l_

«El caso de la existencia de » Yy «el caso de la n@xistencia de

»

Aquello que primero me llevo a aspirar a la extension actual de la notacion I6gica
de Boole, fue la consideracion de que, tal como dejé su algebra, no se podian expresar
apropiadamente ni las proposices hipotéticas ni las proposiciones particulares. Es
verdad que Boole podia expresar las expresiones hipotéticas de una manera que
respondia perfectamente a algunos propésitos. Podia, por ejemplo, expresar la
proposicién, «o bien el sol lucird, o bienifaciativa se pospondra», al hacer que
denote «la verdad de la proposicion de que el sol lucirap,«@ verdad de la

proposicion de que la iniciativa se pospondra»; y escribir,

X+, y=1,
0, conla adicion invertible,

X+ (17 x),y=1.
Pero si ®I hubi era aplicado cuatro | etras ¢
va a lwuciro, 6l a i ni ci ahopodi® ysar gstadpa@m q u e

expresar su proposicion disyuntiva, sino que se habria visto obligado a asumir otras.
Aqui era obvia la imperfeccion del algebra. Respecto a las proposiciones particulares,
Boole no podia expresarlas con exactitud de ninguna madempropuso expresarlas, y
escribid

Algunos Ys son Xs: VY=V X;

Algunos Ys no son Xs: v,y =V i¥%).

Dice Boole que la letra v se utiliza aqui como «simblelalase indefinida». Esto revela

un falso concepto de la naturaleza de una proposicion particular. Decir que algunos Ys
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son Xs, no es lo mismo que decir que una especie logica de los Ys son Xs: Puesto que la
especie logica no necesita ser el nombre diamgue exista. Unicamente es una
determinada descripcion de cosas totalmente expresadas con una mera definicion, y es
una cuestion de hecho si una cosa tal existe realmente o no. San Anselmo queria inferir
la existencia a partir de una definicion, pero &gsgimento ya hace tiempo que ha sido
refutado. Si, entonces, v es una mera especie légica en general, no hay necesariamente
una cosa tal, y la ecuacion no significa nada. Si va a ser una especie légica, entonces, es
necesario suponer adicionalmente qustexy, aun mas, quagun vesy. En resumen,

es necesario asumir, respecto a ella, la verdad de una proposicion que, siendo ella
misma particular, presenta la dificultad original respecto a su expresion simbdlica.

Ademas, de
v,y =v,(1ix)
podemos, segun los principios algebraicos, deducir sucesivamente
V,y=VI VX
V. X=Viv,y=v,1ivy).

Ahora bien, sila primera ecuacién significa que algunos Ys no son Xs, la segunda
deberia significar que algunos Xs no son Ys; puesto que las formas algebraicas son las
mismas, y la cuestion es, si las formas algebraicas son adecuadas para la expresion de
los particulare o si no lo son. Pareceria, en consecuencia, que la inferencia de Algunos

Ys no son Xs a Algunos Xs no son Ys es buena; pero, de hecho, no lo es.

Lo que se necesita, para expresar analiticamente los hipotéticos y los particulares, es

un término relavo que denote «el caso de la existencia de » 0 «lo que existe
si hay algun »; 0, Si no, «el caso de lexstencia de » 0 «lo que
existe solo si no hay ». Cuando se extiende el algebra de Boole a los términos

relativos, edacil ver lo que estos relativos particulares deben ser. Porque, supongamos
gue habiendo expresado |l as proposiciones
expresar el hecho de que «si hay reldampagos, hay truenos». Sean

A=0 y B=0,
ecuaciones que significan, respectivamente, hay relampagos y hay truenos. Entonces, si

(x desaparece cuandao lo hace wiceversasea lo que sea la formula

dA B
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expresa que si hay relampagos hay truenos; porque si hay relampagos, A desaparece,
entonces, A no desaparece, entonces, aB
entonces, hay truenos. Moace ni nguna diferencia | a funci
Gnicamente, cumpla con la condicion mencionada. Ahora biees Gesa funcion,
desapareciendo cuandono desaparece, y no desapareciendo cuandesaparece.

Cero, en consecuencia, puede intetarse como que denota «aquello que existe si, y

solo si, no hay ». Entonces, la ecuacion
°=1

significa, todo lo que existe, existe solo si no hay nada que no exista. Por lo que,
=0

significa que no hay nada que exista si, y solalgiln xno existe. La razén para esto
es quealgun xsignifica algurnx que existe.
OHay rel 8mpagosd vy habensa gxprésado eon ecsadiongserd i er a |
las formas
A=1, B=1
En ese caso, para expresar que si hay relampagos hay truenos, en la forma
dA 10 B
sol amente ser2a necesxquée desaparecedanatmersos guel na f u
fuera 1. Esa funcién €. Debemos, en consecuencia, interpretar 1 como «aquello que
existe si, y solo si, hay % como «aquello que existe si, y solo ap, hay nada
salvo x», y Ix como «aquello que existe si, y solo si, hay algen Entonces, la

ecuacion
=1,
significa todo existe si, y solo si, tod@ue haya existe.
Toda proposicidén hipotética puede ponerse en cuatro formas equivalentes como
sigue:

Si X, entonces Y.

Sino Y, entonces no X.
O bien no X, o bien Y.
No ambos, Xy no Y.
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Si las proposiciones X e Y son A= 1 y B= 1, estas cuatro formas se expresan
naturalmente con
A 1B,
1(17 B) " I(1i A),
117 A) +, 'B=1,
'A1(17 B)=0.

Podenos, siempre, sustituit'd ¥ por x.

Las proposiciones particulares se expresan con la consideracion de que son las
contradictorias de las proposiciones universales. Por ello, como h)(£ 0 significa
todo caballo es negro, entonce$™ 0 = 0 significa que algtin caballo no es negro; y
como h, b = 0 significa que ningtin caballo es negro, entontBs; 0 significa que
algun caballo es negro. También podemos escribir el afirmativo particular 1(h, b) =1,y

el negativo particular 1(m°) = 1.

Dadas las premisas, todo caballo es negro, y todo caballo es un animal, se requiere la

conclusibnHemos dado

Multiplicando conmutativamente, obtenemos
hi’ ab.
Entonces, por (92) o por (90),
0**1° 0" o 16 1(a, b).
Luego, por (40) o (46),
Sih>0 =0 o 1(a b)=1;
o si hay cualesquiera caballos, algunos animales son negros. Pienso que seria dificil

alcanzar este resultado sin modificar el método de Boole.

Las proposiciones particulares pueden, también, expresarse por medio de los

signos de desigualdad. Por ello, algunos animales son caballos puede escribirse
a, h>0;

y la conclusion que se requeerén el problema anterior podria haberse obtenido, muy

facilmente, de esta manera a partir del producto de (1) y (21).
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Veremos que las proposiciones disyuntivas y condicionales pueden, también,

expresarse de una manera diferente.

Los términos conjugativos

El tratamiento de los términos conjugativos presenta una dificultad considerable,
y sin duda el uso de recursos algebraicos lo facilitaria en gran medida. Sin embargo, he

estudiado solo un poco estar{g de mi notacion.

Un término relativo no puede de ninguna manera reducirse a ninguna
combinacion de términos absolutos, ni puede ningdn término conjugativo reducirse a
ninguna combinacion de relativos simples; pero un conjugativo que tengdendias

correlatos siempre puede reducirse a una combinacién de conjugativos de dos

correlatos. De esta manera, por «ganador de , de , para »,
siempre podemos sustituiy 0 «ganador de la ventaja para », donde el
primer correlato es él mismo otro conjugativoo «la ventaja de ganar de

». Entonces podemos escribir,

W = uv.

Es evidente que, de esta forma, todos los conjugativos pueden esgEsa0

productos de los conjugativos de dos correlatos.

La interpretacion de combinaciones cobdd (&™), etc., no es muy facil. Cuando
el conjugativo y su primer correlato pueden tomarse juntos y separados del segundo
correlato, como erb@&)my (ba)", y m y ©%™, no hay perplejidad, porque en esos
casos ifa) o p% es un relativo simple. En consecuencia, solo tenemos que llamar al

traidor a un enemigo un traidor enemigo, cuando tenemos

(ba)m = traidor enemigo de un hombre = traidor da@ambre a un enemigo de él,

(ba)™ = traidor enemigo de todo hombre = traidor de todo hombre a un enemigo de él.
Y solo tenemos que llamar al traidor a todo enemigo un traidor ilimitado, para obtener

(b¥m = traidor ilimitado de un hombre = traidor de un hogena todo enemigo de él,
(b¥)™ = traidor ilimitado de todo hombre = traidor de todo hombre a todo enemigo de él.

Los dos términokd” y b®*™ no se interpretan tan facilmente. Imaginemos ajasta
dividido en relativos infinitesimaled; , Ay, Am, etc., cada uno de los cuales es relativo

solamente a un individuo que es m. Entonces, puesto que todas las poteAcjas, de
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Am, etc, mayores que la primera, desaparecen, y puesto que el niumero de esos términos

debe ser [m], tenemos,

a'= (A +, A+, Ay +, etcJ = (A m), (Aum), (Amm), etc.

o si M2 M® °M° ©8tc., son los ms individuales,
a"=(A M°, (A M°%, (A M°9Cetc.

De esto es evidente qba™ es un traidor a uA de M, a un A de M °a un A de
M° % ®tc., en resumen de todos los hombres a algin enemigo de todos ellos. Para
interpretarb®®™ solamente tenemos que tomar su negacién. Esto, por’{124)

(17 b) d", o un netraidor de todos los hombres a algiin enemigo de ellos. De ahi,
b®*PM o aquello queao es esto, es un traidor de algiin hombre a cada enemigo de todos
los hombres. Para interprefafa m), podemos introducir la forma (1b)*' #*P™ Esto

es «netraidor de un hombre a todos los-@mwemigos de todos los hombres». fho

bien, un netraidor de algun X a todo Y, es lo mismo que un traidor de todos los Xs
solamente a lo que no es Y; y la negacion deetranigo de todos los hombres», es
«enemigo de un hombre». De esta marfeta,m), es «traidor de todos los hombres a
sdamente un enemigo de un hombre». Para interprédam podemos ponerlo en la
forma (11 b)®" ®m, que es, «ntraidor de un hombre a todo+ememigo de él». Esta es

una suma légica de términos, cada uno de los cuales esaidar de un hombre
individual M a todo neenemigo de M». La suma de ellos, en consecuencia, faeres

es «traidor de algun hombre a solamente un enemigo de él». De la misma manera es
obvio que®a m es «traidor de solamente un hombre a solamente un enemigo de él».
Tenemo®m =b(17 a)*' ™, o «traidor de todo rRhombre a un nenemigo de todo
no-hombre». Esto es lo mismo que «aquello que estad ante algo que es solamente un
enemigo de un hombre en la relacion de traidor de solamente hombres a aquello que no
lo es». La interpretadn de™m es, obviamente, «traidor de solamente un hombre a un
enemigo de él». Es igualmente claro GalBes «traidor de ningtin hombre a solamente

un enemigo de él», y q8m es «traidor de solamente un hombre a todo enemigo de
él». Al ponerb® en la brmab®’ ¥ 7" ™ encontramos que denota «traidor de algo

ademas de un hombre a todas las cosas que son enemigas solamente de los hombres».

*DeLa logica de los relativgsl24:1 s= 17 (17 |) s. [Nota de Peirck
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Cuando un término absoluto se pone en luga, thes interpretaciones se obtienen de la

misma manera, con una yea facilidad.

El signo de una operacion es claramente un término conjugativo. De esta manera,
nuestra multiplicacion conmutativa puede denotarse con el conjugativo
1,.
Ya que tenemos,
I, sw=1,1,sw.

Puesto que los conjugativos pueden reducirse todos a conjugadgéivihss correlatos,

pueden expresarse con un signo operativo (para el que puede usarse una letra hebrea)
colocado entre los simbolos de los dos correlatos. Habria, a menudo, una ventaja al
hacer esto, debido a lo intricado de la notacion habitual de fgsgedivos. Si estos

signos operativos resultaran concordar en sus propiedades con cualquiera de los signos
del algebra, podrian utilizarse algunas modificaciones de los signos algebraicos en lugar

de las letras hebred2or ejemplo, si fuera tal que
I XTYyzZ=r 13r XyZ

entonces, si sustituyéramogor el signo operativé tenemos
xi(yl2) = (xdy)iz
que es la expresion del principio asociativo. Por lo tanto, si
Xy = ryx
podemos escribir,

xJy = ydx

que es el principio conmutativo. Si estas dos ecuaciones se sostuvieran con cualquier
conjugativo, podriamos expresarlo convenientemente corgred snodificado +. Por

ejemplo, consideremos el conjugativo «lo que se denota con un término que o bien
denota _ o, si no, ____ » Para este, se sostienen obviamente los principios
anteriores, y podemos denotarl o natur al me

Protestantismo, r Catolicismo y f aquello que es falso,
p 6+ r 1< f

significa o bien todo el protestantismo o bien todo el catolicismo es falso. Con esta

forma es claro que se pueden expresar todas las proposicipatitas. Ademas, si
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suponemos a cualquier t®& mino como Ohombr e

Mo, Mob6, etc., entonces,
M6 6+ MO 0+ MOOG O+ etec.,
significa o6al g¥n hombrebo. Esto puede escrib

7 A

O mbd
y esto nos da una forma mejorada de escribir una proposicion particular; puesto que
6x6 1< vy
parece una forma m8s simple de escribir o0AI
oY =0.

El inverso

Si separamoamanteen sus relativos elementales, tomamos el reciproco de cada uno,

esto es, lo cambiamos de
A:B a B:A,

y sumamos estos reciprocos, obtenemos el relativeado por No hay una operacion

como esta en la aritmética ordinaria, pero si suponemos una ciencia de la cantidad
discreta en forma de cuaternidad (una ciencia de intervalos iguales en el e$pacio),
suma de los reciprocos de las unidades de esta cuaternidad sera la cuaternidad
conjugativa. Por esta razén, expreso el término conjugativo «aquello que esta

relacionado en la forma que para es , para este Ultiidokaon

ecuacioes fundamentales de las que dependen las propiedades de este término

(169.) KK=1

(170.) Sk<y* entonces z1<(Ky),

0 kG y2 = 1(z, Kyx).

Tenemos, también,

(171.) KE= KEg

(172.) KB =K,A

donde A denota el producto en el orden inv

tabla del Sr. De Morgan, dada anteriormente.
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Conclusion

Si se pregunta la cuestion, ¢Cudles son los principios axiomaticos de esta rama de la
l6gica, no deducibles a partir de otros? Respondo que sea cual sea el rango asignado a
las leyes de contradiccion y de tercero excluido, este naesepor igual a las
interpretaciones de todas las ecuaciones generales dadas bajo el encabezamiento
«Aplicacion de los signos algebraicos a la l6gica», junto con aquellas relacionadas con
la involucion inversa y los principios expresados con las ecuaci®g, (96), (122),

(142), (156), (25), (26), (14), (15), (169), (170).

Pero estos axiomas son meros sustitutos de las relaciones logicas universales y, hasta
donde estas pueden ser definidas, podemos prescindir de todos los axiomas. Los
principios undamentales de la l6gica formal no son, propiamente, axiomas sino
definiciones y divisiones; y los Gnictechosgue [la l6gical’ contiene se refieren a la
identidad de los conceptos resultantes de aquellos procesos junto con determinados

conceptos famidéres.

! Afladido del traductor.
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