Annexe I®,

NOTIE

SUR LE

MOUVEMENT SIMULTANE D'UN PENDULE i

DE SES SUPPORTS

par Mr. Ch CELLERIER.

La mesure de Ja gravité au moyen du pendule s'effectue, dans les observations
modernes, avec une extréme précision; il doit étre tenu compte de causes perturbatrices
qui, dans d'autres phénomenes physiques, seraient de nulle importance. Parmi ces causes
il en est une qui, & ce que nous croyons, n'a pas encore été étudiée et dont I'influence
a pu affecter quelques-unes des mesures déjd faites: nous voulons parler de I'oscillation
ou du balancement des supports du pendule, mouvement trés-faible b la vérité dans un
appareil bien construit, mais qui existe nécessairement. Sa petitesse permet, comme
nous allons le voir, d’apprécier avec une grande exactitude I'aceroiszement qui en résulte
pour la durée des oscillations du pendule, en supposant qu’on donne % ces dernidres une
faible amplitude, comme on le fait ordinairement.

Supposons que G soit le centre de gravité du pen- v
dule dans sa position d'équilibre, et menons le plan de la : T
figure par ce point perpendiculairement au tranchant du T S 1
couteau de suspension qui le coupe en O. Prenons pouraxes T 7
de coordonnées fixes la verticale OGX et l'horizontale OY. /]

Admettons ensuite que le coutean se déplace paralle- J ,
lement & lui-méme par suite du mouvement du support et «‘}i TG
rencontre le plan de la figure au point variable O’ dont ;o
les coordonnées z,, y,, sont des fonctions du temps ¢ En
meéme temps, G vient en G’ sans sortir du plan de la Fy
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figure; Iangle ¢ est celui de 0" G' avec la verticale, considéré comme positif du cOté de
0 Y, négatif du cOté opposé; nommons /i la distance OG = (’G’, de sorte gue les
nouvelles coordonnées du centre de gravité soient z, + h cos ¢, y, + h sin g; désiguons
aussi par m la masse du pendule; mous pourrons lui appliquer les équations différentielles
du mouvement d’un solide, savoir:

dz = d%y =5
per > Y M
=5 dm=ZX, Z 7L dm = XY,
£ d®y as;
= (;:.' ‘—h': — Y d::) dm =2 R.

Les sommes des premiers membres s’étendent A tous les éléments de masse dm
du pendule; celles des seconds membres A toutes les composantes X, Y des forces qui
agissent sur lui, R étant le moment de chacune d’elles par rapport & un axe mené par
O perpendiculairement au plan de la figure.,

La pression du couteau sur le support se composant en grande partie du poidg
mg de Vappareil, nous représenterons ses composantes paralleles & OX, OY par P 4 myg
et Q; celles de l'action du support sur le pendule seront — P — myg et — Q; son moment
gera donc y, (P + mg)—z; Q; la seule autre force dont on ait a tenir compte est le
poids mg appliqué en G’ et dont le moment est— my (y, -+ % sin §); il en résulte:

2 X=—F =Y=—Q
ER=y,P— 2z, Q—mgh sin ¢
Multipliant les deux premitres équations du mouvement par y,,— z,, et ajoutant

A la 3=, on trouve:

d*y diz -
2l (@—2) g — W— V1) s dm = —mgh sin ¢

En nommant 2.y, les coordonnées de dm par rapport b des axes O'X, 0"Y’
paralléles aux anciens, on auwra z=2, + &',y =y, + ¥, et Péquation pourra g'éerire:
a(—::',‘ = dm— e(;-: Tydm+Z (4":[: — %) dm = — mgh sin 0.

Les coordonnées du centre de gravité par rapport aux nouveaux axes étant
kcos ¥, h sin g, on aura Xz’ dm = mh c0S. 4, Sy dm = mh sin @, et en posant:
u' = mh [sin o 2= cos “—1]
3 dt* dt?
'équation deviendra:
= (.‘u'if;’: — ' ':rf) dm = — mgh sin g + p'.
Nommant ensuite » la distance de l'élément dm au couteau, ¢ l'angle qu'elle fait
avec la verticale, r reste constante pendant le mouvement pour un méme ¢élément, et il en

’

A 15 dh s : ¥ dy' —y de’
est de méme de ¢ — 4, de sorte que '—d, = —:ona #=rcosd,y=rsing, — y’F__ =
. a6 , 48 ot :
2 e == 2 X - ntiar
£ r? g et en différentiant,
' dvy —y d?z’ . a%f

- -7 -
de® de®
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R nommant C le moment @’inertie du pendule par Tapport au couteau, on aura X y2 dm
= C, et équation prendra la forme:

. 29 ]
C din = —mgh sing 4 ',

a A

En posant ] = mi 00 pourra I'éerire
d*j

der

= 9. L3
g e g LR + mhi

o

Cette équation coincide avec celle qui se trouve ay 3 4 d’un mémoire sur le
pendule inséré dans les Mémoires de 1a Société de Physique de Gentve, t. XVIII, 2me
partie. Le nombre % est supposé trés-petit, fonction du temps, et dft d une action
troublante quelconque. Nous pe répéterons pas ici les calculs, basés sur la méthode de
la variation des constantes arbitraires, par lesquels on trouve Paltération correspondante
de Ia durée d’oscillation et de I'amplitude, et nous nous bornerons A définir les lettres
employées: « est 3 chaque instant I'amplitude du Mouvement qui se réaliserait s Paction
troublante vensit 3 Cesser; ¢ est un angle défini par I'équation cos ¢ = cog 4 COS 2 |- sin 2¢,
-

de sorte qu'il croit de ¢ 3 = pendant une oscillation: y représente wy sim i o5 Si 'on nomme

¢ Paceroissement relatif de la durée doscillation de sorte qu'elle soit augmentée dans le
rapport de 141 + ¢, et 2y la diminution de Pamplitude pendant upe oscillation, on trouve:

Simak i e : 2 e g
b= =/ ucospdg, 2, =5 [7 utang (%) sin ¢ q ¢, en négligeant les termes de

nk
"

l’ordre de ;.L'*.
En substituant leg valeurs de u' et de u, il en résulte, dans le cas actuel ;

X 1 e a* x A2y ] cose
€= — § ——— S—=—4 2 .
:.‘xy,/(/ lSlﬂ Y did S die? J sindx ¢

Dans cette formule i faut substituer les valeurs de 1y ¥y en fonetion dn temps,
v pour cela chercher le vraj mouvement du point 0, mouvement dq 3 la pression dy
Pendule sur Jg support,
Pour cela reprenons les denx premicres ¢quations du mouvement, savoir:
- d%y

acx e
o) 1 — e ¥ . e .
o dm=XX = __ I = gz dm=—;

les coordonnées dy cenire de gravité par rapport aux axes fixes étant =, - £ cog d,
¥y + A sin g, ces équations pourront s'éerire ;

R o X 0 4% (y1 4% sin 9)

[(
> e — — —— — _ w— ) ———
P=—y 5 - = —m =

Ces valeurs des pressions P et Q ne sont point trés-petites, tandis que le balance-
ment des supports, ou o mouvement d'0’, qui leur est uniquement da, est imperceptible.
Elles n’entrent done dans les valeurs rigoureuses de “1 ¥y qui s'en déduiraient, qu'af-
fectées de trés - fajbleg coefficients : par suite, dans P ot Q eclles-mémes noys devons
négliger Z1> ¥y ou les termes de Uordre de Paction lroublante, qui n'en produirajent
dans ¢ que de Lordre du carré de cette action.  Nous aurons donc simplement -
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az, (cos g A
Pe=—yyp 2000 = F cos ¢ — F’ sin 4.

de?
1%, (sin 9) i
Q= —mh—"" — Fsing 4 F cos.
en posant:
dg\2 d*§
F=— (u—) F'= —mh-
ar), di®

On voit que P et Q pourraient étre remplacées par deux forces F. F, dirigées,
la premiére suivant (' (', la seconde a angle droit; Ja premiere est ¢videmment Ia
force centrifuge. Dans les expressions de F, ¥’ nous devons considérer le mouvement

comme non troublé, et substituer en conséquence :

d2 5 e s ap\ 2 2g Sl 4 .
7 — — < sin g, —) = "7 (€058 —cos a), d'oli résulte que la premiére devient
a2 l de ) -

maximma pour ¢ =0, la seconde pour ¢ =z, ces valeurs maxima étant —f—-.-’ism? ;

i"f'z‘ sin a, ou sensiblement ™% 52 L
la seconde est donc beaucoup plus grande, et par suite la pression est plus énergigue
dans le sens horizontal. Le mouvement du support, par suite de cotte circonstance,
devrait déjd étre plutdt horizontal que vertical, et on verra en outre quiil doit étre
considéré comme uniquement horizontal et rectiligne, parce que la courbe 00’ doit étre
symétrique de part et d’autre de (. ef par suite tangente & OY: or elle peut, dans
une trés-petite étendue, étre confondue avec la tangente. Nous devrons donc, dans la

o;

% Pt AT e 9 XA 4
valeur de &, négliger Tax QW 2 daillears un faible coefficient sin g.

Le mouvement du support est alors df uniquement 3 la force horizontale Q:
or on sait que, si celle-ci ¢tait constante, la déviation qui en résulterait pour le point
O lui serait proportionnelle, de sorte qu'on aurait ¥, = KQ, K étant une constante; il
en serait du moins ainsi apres que le solide élastique formant la support aurait pris sa
position d’équilibre. On peut dire que KQ est la valeur statique de 1'écart ¥y, Mmais il
ne s'ensuit pas que ce soit sa valeur dynamique, ou qu’il soit encore ¢gal & KQ quand
Q est variable; on peut seulement conjecturer qu'il en est i beu prés ainsi quand Q
varie trés-lentement. Nous allons cependant achever le caleul de ¢ dans cette hypothese,
et nous vérifierons ensuite que lerreur dont elle peut étre affectée est complétement
négligeable. La valeur exacte de Q est:

Q= 2—’1’i (¢0s ¢ — cos ) sin ¢ 4~ =2 sin ¢ cos g = —','—]‘ (¢ 4 ete.),
les termes suivants étant trég-petits de l'ordre «® oy 6*; on doit substituer dans la
valeur de ¢, g, = KQ, don

d2y - d2Q  mgaK fd%s : . ) Emgh i = L
TR - }\ 7 TPt ”*E > (—d(_') o ete. ) = T (— 7 Sin @ -+~ Ltc.).

‘
Or, de la relation cos ¢ = cos « eos24 + sin 2¢, on tire:

. A =4 T TEq e O N A T
SIn ¢ = 2 sin Ya.cosp /1 — SIn 2] 2. €08 2¢),



¢l en supposant que « ne dépasse pas 2° le radical précédent peut étre remplacé
par T'unité, Perreur relative ne dépassant pas = on aura ainsi, en n’ayant égard qu'an
premier terme de la série:

diyy 2K mgs
N — il S §
e 7a SN 5 2 COS B,

'oll résulte, en remplagant de méme cos g par 1,

g Kmnkqy - 5 K mgh
O e LS B G TR —
J o \ 22

On voit qu'en ne conservant dans le calcul que les termes principanx, tous les
éléments de Uintégrale relative & ¢ se trouvent de méme signe; par suite, influence
des termes négligés, qui par rapport i ceux-la sopt de Tordre de 2, est touf 3 fait
insignifiante. 11 nlen est plus de méme pour la valeur de 4qy Car, en y répétant les
mémes substitutions, Pintégrale serait remplacée par:

/O COS & sin ddd ou o ;

les termes négligés subsisteraient seuls. ef Pexpression contient de plus tang § & comme
facteur. On peut ep conclure que Pinfluence du balancement des supports sur la
variation de Pamplitude est msensible.

Il reste A apprécier I'erreur provenant de Phypothése que ¥y = KQ, ou & vérifier
que les termes 3 ajouter, pour avoir la valeur exacte de y,, sont ‘tres - petits par
rapport a KQ.

La fonetion du temps représentée par Q, étant périodique, peut étre exprimée
par une somme de termes de Ia forme:

Q=23 7COs (of 4 _:'),

dans laguelle y, &, ¢, sont des constantes ayant des valeurs particuliéres pour chaque
terme de X. Mais cette fonction présente une particularité importante. Le terme prin-
cipal de Q est, comme on I'a vy-

magh . 2mqgh . ;
——sing ou —= sin k@ cos ¢

De plus on a, d’apres; le mémoire déja cité, en néeligeant Faction troublante:
dé = 1/,'- V 1 — sin 2} o cos 2¢. dt,

ou, avec grande approximation, ¢ — ‘/ '; £ -+ const.

et par suite:

2 mak
4

Q= Sin ¥ a. €08. (o ¢ 4 ¢)

en posant o — ‘/{',’-; c'est-a-dire que la somme désignée T se réduit presque i ce

terme unique, les autres ayant des coefficients beaucoup plus petits,
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Pour calenler le mouvement du support, nous devons lui attribuer en premier
lien une forme arbitraire; nous verrons ensuite comment le résultat peut s'étendre
d’autres cas.

Nous supposerons que le corps élastique dont il §’agit
ait Ja forme d'un cylindre ou prisme horizontal appuyé en
A contre un plan fixe vertical, de longneur AQ = ¢, et sur
lequel agit en O Ja force Q, normalement A sa face terminale.
Chaque section MM a alors un mouvement commun ) tous
ses points. En nommant z la distance AM dans I'état d’équilibre, etz - ce qu’elle
devient dans l'état de mouvement, quand la section est en MM, v sera une fonction
des deux variables z et 4, satisfaisant I'équation aux différences partielles

d?y a2y

= N2 ——

des ded?

ol # est une constante, représentant la vitesse de propagation des vibrations longitu-
dinales; on devra avoir en outre, quel que so0it £ v = o pour » — 0, le plan A étant fixe,

2 : . y dv . 5
et en outre la pression sur chaque tranche étant proportionnelle & E}’ il faudra supposer aussi

11 L

&

=aQ pour z=¢,

a étant une constante.
En substituant Q = = 7 ¢os (of + ¢), on satisfera  toutes ces conditions par

la valeur particulidre » —»’, en posant:

cos (gt 4 p") sin (’5)

b n
€ cog ( )
L n

el par suite pour un mouvement quelconque, en nommant »” la différence » — ¢/, il
faudra qu'on ait

2 g Aty it gty R ki
o i ¥ =opour 2= g, d= — oPpouUr =z =g,

Ainsi le mouvement sera la somme algébrique de ceux qui seraient représentés
par » =1+, v = o"; or ce dernier est celui du corps élastique éearté de sa position
d’équilibre et liveé 24 lui-méme sans quil agisse sur lui aucune pression; c'est donc un
simple mouvement vibratoire trés-rapide, et ses vibrations, malgré la fixité attribuée au
plan A, se disperseraient dans le sol; le seul mouvement persistant est done rigourcuse-
ment représenté par la formule » = o,

Si £= et par suite °* est trds-petit et cela pour tous les termes de la somme

Z, en substituant sin ~p:— = Fﬂ, cos % =1, on aura } trés-pen prés:

v'=azsZycos (pt+ o) =1z2aQ,
et en particulier au point O, +' étant au sizne prés le méme que Yy, OD aura g = ¢
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et y, ==acQ; cela ayant lieu d’autant plus exactement que les valeurs de g sont plus
petites, ou les changements de Q plus lents, on peut en conclure que a2¢ =K, K cor-
respondant a la valeur statique de I’écart.

Or, pour le terme principal de Q, on a z = V%, ou nommant T la durée

d’oscillation du pendule,
= o S [T

7 n o

icin T, ou l'espace parcouru par le son pendant le temps T, est incomparablement plus
grand que la longueur ¢ du support; le résultat ci-dessus est done trés-exact, et on
peut supposer y, = K (.

On trouverait, sauf la complication plus grande du calcul, qu'il en est encore
de méme en assimilant les supports & deux prismes ou cylindres verticaux ayant par
suite un mouvement transversal et non longitudinal.

Pour étendre ce résultat au cas général, il nous faut rappeler la marche que
I'on suivrait pour intégrer les équations du mouvement vibratoire. En nommant z, Y
les coordonnées d'un point quelconque dans I'état d’équilibre, et z + u, y =z ce qu'elles
deviennent dans celui de mouvement, les équations ont la forme:

div

iz =V,

ds

d%u -
FITT U,
U et V étant fonctions linéaires des diverses dérivées partielles de =, v par rapport &
z et y. Quant aux conditions relatives aux surfaces, il faut quon ait = o, v = o aux
points out elles sont fixes, que la pression soit nulle aux points ol elles sont libres,
et qu'elle soit égale & Q aux points ou cette force agit; ces pressions dépendent d'ail-
leurs des dérivées du premier ordre de = et v. Toutes ces conditions seraient satisfaites
par des expressions de la forme:
u=1w=2pcos(of + ¢), v =v' = = ¢ cos (et + o),

les divers termes des sommes X correspondant & ceux dont se compose Q, et p, ¢ étant
des fonctions de z, y, déterminées par des équationg, différentielles ordinaires. Pour
toute autre solution des équations, en posant u — «' =", » — o’ = 2", on verrait que
", v" devraient satisfaire les mémes conditions, sauf que la force Q n’agirait plus nulle
part; il en résulterait, comme on I'a vu plus haut, que le mouvement représentée par
w = o', v = ¢’ subsisterait seul. Nous n'en devons pas moins mentionner la forme
qu'auraient «”, ¢", car c'est d’'elle que dépend la propriété cherchée. On les trouverait
en assimilant «", v" & une suite de termes de la forme = (S cos s¢ 4 S'sin s¢), o s
est une constante, et S, S’ des fonctions de z, y; celles-ci seraient alors assujetties i
satisfaire des équations différentielles {linéaires; et pour chaque terme de la somme =
elles contiendraient des cosinus, sinus, ou exponentielles portant sur des expressions de
la forme s 8z, s £y, ot £ serait une’constante absolue. Dans les conditions relatives
aux limites, z, y se trouveraient remplacées par diverses dimensions ¢, ¢/ ¢’ du corps,
et il en résulterait une équation transcendante déterminant les diverses valeurs de s, en

22




170

général en nombre infini, Les expressions cos s £ ¢, cos s 8 ¢, ete., qui s’y trouvent,
changeant de signe quand s varie, de maniere que s8e ou s8¢ ausmentent de =, il
¥ aura en général au moins une racine s pour laquelle ces produits s 8ec.. seront plus
petits que 2 r ou d’un ordre de grandeur peu supérieur. Supposons maintenant que
dans Q les diverses valeurs de o soient beaucoup plus petites que toutes celles de 8, ou
que la durée T de Voscillation du pendule soit trés-grande en comparaison de celle des
vibrations naturclles du Support. Alors, la constante s étant remplacée par p, il arrivera
que les valeurs de ¢ 8 %, pBy, qui entrent dans » et q sous les signes cosinus et sinus,
2 la place de 58, 56 Y, seront de trés-petits nombres, et I'on pourra remplacer les
cosinus et les exponentielles par le premier terme de leur développement; mais alors la
forme de » ct 4 sera la méme que si ¢ était infiniment petit ou Q sensiblement con-
stante: les valeurs qui en résultent pour « et o’ doivent done reproduire celles de 1'état
statique, et en particulier au point. O on devra avoir » — KQ.

De ce qui précede résulte que la valeur trouvée pour ¢ doit étre regardéa
comme tres-exacte, quelie que soit la forme des supports.  Pour la traduire ep nombre,
on doit faire sur I'appareil upe observation, en faisant agir an puint O du support une
force horizontale de valeur commue p, et mesurant an micrometre la déviation - qu'elle

produit; on aura alors K — ';j'f en substituant cette valeur dans celle de ¢ et nommant

.
en outre p’ le poids myg du pendule, on trouvera:
1 E i r

¢ = .=

2 l ) w
expression ol n’entrent que des rapports abstraits. Ep Supposant, par exemple, que la
force p soit égale au poids méme du pendule, et qu'on ait en metres l=1, h = #, on
trouvera ¢ = 1.¢, et lerreur relative qui résulterait de celle-1a pour la valeur de 4
serait § . Pour qu'elle n'affecti Pas la quatritme décimale de ¢, il faudrait qu'on ent:

$s< ¢ < (mm (15,

f ¥ Tt 3000000



