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Resumen

La ley de Peirce — ((pq)p)p — es considerada un principio 1dgico no-
constructivo. En efecto, de su adicidn a la logica proposicional intuicionista
resulta la logica clésica. Curiosamente, existen bases para considerar este
principio como valido desde el punto de vista constructivo. Mostraremos una
construccion que justifica intuicionistamente la ley de Peirce, desarrollando
ideas presentes en un articulo de Sandqvist [6] en el cual se presenta la
validacion de la regla de eliminacion de doble negacidon sin utilizar el
principio de bivalencia.

Abstract

Peirce’s law —((pq)p)p— is a non-constructive logical principle. In fact,
we obtain classical logic by adding it to the intuitionist logic. Indeed, there
are bases on which this principle can be regarded as acceptable from a
constructivist point of view. We will show a construction justifying Peirce’s
law intuitionistically by developing some ideas exposed in an article by
Sandqvist [6] in which he presents a validation of the principle of double
negation elimination without using the bivalence principle.



1) Introduccion

Nuestro proposito aqui es el de examinar el constructivismo
intuicionista y evaluar la posibilidad de validar la ley de Peirce desde el
punto de vista intuicionista.

La asi llamada ley de Peirce — ((pq)p)p — viene presentada por primera
vez en On the Algebra of Logic del 1885 de C.S. Peirce y es un principio a
partir del cual se puede derivar el principio del tercero excluido. La
formalizacion de la logica clésica puede ser tanto presentada con el tercero
excluido cuanto con la ley de Peirce. En particular, para obtener la ldgica
clasica a partir de la logica intuicionista, solo se requiere adicionar uno de
estos dos principios.

Sabemos que hay varias semanticas distintas para la ldgica
intuicionista, la mas conocida es la semantica de los mundos posibles de
Kripke. Esta semdantica hace uso de un principio considerado como no-
constructivo para demostrar la completitud de la légica proposicional
intuicionista. Por lo tanto, hay objeciones a tener en cuenta como
constructiva a este tipo de semantica, o por lo menos la prueba de
completitud no es aceptable desde el punto de vista constructivo.

En general, se considera que una semantica para la 16gica intuicionista
debe estar en acuerdo con las llamadas clausulas BHK (por Brouwer-
Heyting-Kolmogorov) enunciadas por Heyting [2]. Sin embargo, no es
exactamente claro como estas cldusulas deben ser interpretadas. A la
continuacién vamos a analizar una semantica que se pretendi6 fuera una
aclaracion a BHK. Veremos que esta semantica valida, contrario a lo que se
esperaria, a la ley de Peirce.

La ley de Peirce contiene solamente la constante l6gica de implicacion.
Por esta razon, restringimos nuestro andlisis de BHK a la cldusula de
implicacién. Se debe recordar que todas las condiciones necesarias y
suficientes para establecer el uso de una constante l6gica se formulan en la
respectiva clausula.



La clausula BHK para la implicacion es como sigue ([2], pag. 103 y
sig.)

pq puede ser aseverada si y solamente si poseemos
una construccidon r que, cuando aplicada a
cualquiera construccion que prueba a p (asumiendo
que esta Ultima pueda ser efectuada),
automaticamente efectuaria una construccion que
prueba a q.

Aqui, “aseverar” significa lo mismo que “ser teorema”, y una proposicion
solo es un teorema cuando viene acompafiada de una construccion
probatoria.

2) Elucidacion propuesta por Prawitz en 1971 para BHK

Una primera lectura de las cldusulas BHK, incluso acompafiadas de las
aclaraciones por parte de Heyting, dejan muchas preguntas en el aire. Por
ejemplo, no estd claro que deberiamos entender por el concepto de
construccion. Sin embargo, sabemos, tal como se indica explicitamente, que
el principio del tercero excluido no puede ser considerado intuicionistamente
valido. En efecto, de acuerdo a la clausula BHK para la disyuncion, con el fin
de aseverar p~p se requiere o que p sea aseverable o que ~p sea aseverable.

El problema de determinar qué son construcciones también se
extendiendo al caso de las proposiciones atomicas. A menudo, se supone que
estas construcciones dependen de la teoria que es objeto de examen y del
lenguaje respectivo.

En 1971, Prawitz [4] propone un esclarecimiento parcial de las
clausulas BHK. Béasicamente consiste en la relativizacion de las
construcciones para las proposiciones atdmicas a un sistema Post S de reglas
para las proposiciones atomicas. La formulacién de un sistema Post S se
lleva a cabo mediante la presentacion de esquemas de reglas de inferencia.
Pueden ser mas convenientemente propuestas por medio de secuentes con un
sucedente unitario y un antecedente que sea un conjunto finito: py,...,puPn+1,
donde cada p; es una proposicion atomica. Para ser més precisos, el conjunto
de instancias concretas de estos esquemas son las reglas de inferencia que
componen el sistema S. La justificacion para la adopcion de un sistema Post



como base para definir las construcciones de las proposiciones atdmicas es
simplemente que ellos son suficientes para definir el concepto de funcion
recursiva o de computabilidad.

En la aclaracion propuesta por Prawitz hay una tnica cldusula para
definir las construcciones para proposiciones atomicas ([4], p 278.):

1) k es una construccion para una sentencia atomica
p sobre S si y solamente si k es una derivacion de p
en S.

Frecuentemente en la literatura, el conjunto de las sentencias atomicas
validas segln la clausula (1) arriba es llamado de base.

A continuacidn, la elucidacion de la cldusula BHK para la implicacion
en el contexto de los sistemas Post es dada por Prawitz de la siguiente forma
(ibid.):

1) k es una construccion de una sentencia p—q
sobre S si y solamente si k es un objeto
constructivo del tipo p—q y para cada extension S’
de S y para cada construccion k’ de p sobre S, k(k’)
es una construccion de q sobre S.

Para sistemas Post cuando S’ se extiende a S (S’S) todas las reglas Post de S
pertenecen a S’, consecuentemente todas las sentencias atomicas
demostrables en S son demostrables en S’.

Desde el punto de vista intuicionista, parece razonable suponer que
cuando una construccion ha sido efectuada, esta construccion permanece
como una adquisicion de cualquier evolucion futura de las matematicas. Esta
es una justificacion conceptual de la existencia de un requisito de
monotonicidad para extensiones presente en la clausula (ii) anterior. Sin
embargo, hay todavia una manera de mostrar con precision por qué el
requisito es exigido. Tengamos en cuenta que para los intuicionistas la
inexistencia de una construccion probatoria para una proposicion p debe
proporcionar fundamentos para concluir que cualquier construccion prueba la
sentencia p—(q (esto es particularmente cierto cuando q es el absurdo - - en
la definicion de la negacidn de p). Por lo tanto, si en una extension S’ de S no
hubiera una construccién probatoria para ¢, pero hubiese construccion



probatoria para p, y p—(q fuera considerada probada en S, la Gltima sentencia
pasaria a ser considerada no constructible en la extension S.

3) Adaptaciones a la semantica de Sandqvist

Sandqvist [6] nos da una manera de validar el principio (clasico) de
eliminacion de la doble negacion -~~AA- por medio de una semantica que
contiene clausulas de implicacion, del absurdo y del cuantificador universal.
Las clausulas de esta semdantica son tales que su formulacion se puede
encontrar en distintas versiones de la literatura intuicionista contemporanea
en versiones idénticas y/o formas mads restringidas. En consecuencia,
Sandqvist dice, seria posible validar la 16gica clésica sin tener que recurrir al
principio de bivalencia, usando solo “ingredientes” de naturaleza
constructivista. Por ejemplo, la clausula para implicacion formulada por
Sandqvist guarda similitud con la cldusula (ii) anterior de Prawitz, y la
diferencia esencial consiste en la ausencia del requisito de poseer una
construccion k.

Aqui, mostraremos que una semantica para la implicacién en los
moldes de la cldusula de Sandqvist con la restriccion adicional de tener la
posesion de una construccion k, al igual que en las cldusulas (i1) de Prawitz,
ya se valida la ley de Peirce. Es decir, la semantica de Prawitz valida un
principio 16gico que no es aceptable intuicionistamente. En nuestra opinion,
debe haber un error en la semantica para el intuicionismo, la cuestioén crucial
es saber donde esta ese error. Creemos, ademas, que ese error es también el
responsable por la validacion de la l6gica clésica realizada por Sandqvist.

4) Construcciones en la base

La clausula semaéantica (i) de Prawitz indica cudles son las
construcciones de las proposiciones atomicas y se basa en el concepto de
derivabilidad. De acuerdo a (i), una construcciéon de p en S es una derivacion
depen S.

La definicion de la validez para las sentencias atomicas en el articulo
de Sandqvist se hace por medio de una definicion ligeramente diferente de la
de Prawitz. Se considera so6lo el cierre transitivo de las reglas de p. Sin
embargo, en la definicion de las derivaciones en S podemos tanto adicionar



el cierre por regla de debilitamiento a la izquierda para los secuentes:

pl:---;pnprﬁ-l
q,P15-+-5PnPn+
1

(para pi,...,pn,Pn+1,q proposiciones atémicas) cuanto el cierre por secuentes
basicos pp (para sentencias atdmicas p) sin cambiar el conjunto de las
proposiciones basicas probable por construccion en el sistema Post como
tampoco cambia el conjunto sentencias no atomicas validadas a través de la
clausula (i1).

En este sentido, teniendo en cuenta que las derivaciones en S son el cierre
transitivo, por debilitamiento y por recuentes basicos se desprende de la
clausula (1) que:

Lema 1: k es una construccidon para una proposicion atbmica p en S si
y solamente si k es una derivacion (cerrada) de p en S.

Este lema tiene un papel esencial en la prueba que seguird pronto.

Observamos, ademas, que una semdantica para la logica intuicionista
debe ser tal que en ella se valide las dos reglas para la implicacion de la
logica proposicional intuicionista en deduccidon natural, la introduccion y la
eliminacion de la implicacion (de lo contrario, la semdntica seria
simplemente inapropiada):
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|
B A AB
—G@) | ——0(0)
AB B



5) La validez de l1a ley de Peirce segun las clausulas semanticas (i) y (ii)

La validez de la ley de Peirce es demostrada en varios pasos. Primero,
demostramos la validez de esta ley para sentencias atomicas p y q segun las
clausulas semanticas.

Lema 2: La ley de Peirce para sentencias atdmicas p y q es valida
segun las clausulas semanticas (1) y (ii).

Demostracion: Para demostrar que ((pq)p)p es valido en un sistema
Post S cualquiera debemos demostrar que poseemos una construccion k tal
que para toda extension S’ de S, si k” es una construccion de (pq)p en S’,
entonces k(k’) es una construccion de p en S’°, seglin la clausula (ii). Sea S’
una extension de S en la cual k’ es una construccion de (pq)p. Luego,
también segun la cldusula (ii), para toda extension S’ de S’ donde hay una
construccion k’> de pq, habra una construccion k’(k’’) de p. Aqui empieza
nuestra descripcion del procedimiento que constituye la construccién k que
se requiere. Sea S’’ obtenida a partir de S’ por la adicidon de la regla pq.
Como las construcciones de proposiciones atdmicas son dadas por las
derivaciones en el sistema Post, segun la clausula (i), es justo decir que esta
regla Post corresponde a la construccion k’> de pq sobre S’’°. Obviamente,
esta extension a S’ siempre puede ser efectuada para cualquier S’. Por lo
tanto, hay una construccion k’(k’’) de p en S°’. Como p es una sentencia
atomica, k’(k’’) es una derivacion en el sistema Post S’°, segun el lema 1.
Dos alternativas, o esta derivacién no contiene aplicaciones de la regla pq o
la contiene. Si no contiene, entonces la derivacion de p ya es una derivacion
en S’. Si lo contiene, entonces existe una aplicacion de la regla pq que esta
mas arriba en la derivacidén en S’’, y, consecuentemente, hay una derivacion
de la premisa p que no contiene la regla y ya es, de este modo, una
derivacién en S’. Asi, dada la derivacidn k’(k’’) basta buscar dentro de ella la
primera derivacién de p que no contenga a la regla pq (supongamos que el
procedimiento tomard la derivacidon mas arriba y mas a la izquierda de la
sentencia p, ya que las derivaciones estdn en forma de arbol). El
procedimiento de extender S’ con la regla y después buscar la derivacion de
p nos da exactamente el procedimiento k que buscabamos. QED

Con base en el lema 2 podemos generalizar la validez de la ley de
Peirce para una sentencia q cualquier, por induccion.

Lema 3: La ley de Peirce para una sentencia q cualquier y para
sentencias atomicas p es valida.



Demostracion: Por induccion en la complejidad de q. Si q es una
sentencia atomica, la validez sigue por el lema 2. Suponiendo que vale para q
de grado menor a n, mostramos a seguir que vale para q de grado n. Sea qrs.
Por hipotesis de induccion (HI), ((ps)p)p es valido ya que el grado de s es
menor que n. Como, supuestamente, la semantica debe validar (i) y (e), la
siguiente derivacion muestra la validez de ((pq)p)p:

[p]' [ps]’
— ()
S
(1)
IS
—1)
p(rs) [(p (rs))p]’
(e)
p
p/(HI)
—2()
(ps) p ((ps) p)p
(e)
p 3
(1)
((p (rs))p)p
QED.

Finalmente, probamos la validez irrestricta de la ley de Peirce para la
semantica.

Teorema 1: La ley de Peirce — ((pq)p)p — es valida para cualesquiera
sentencias p y q segun las cldusulas (i) y (i1).

Demostracion: Por inducciéon en la complejidad de p. Si p es una
sentencia atdmica, la validez sigue por el lema 3. Suponiendo que vale para p
de grado menor a n, mostramos a seguir que vale para p de grado n. Sea prs.
Por hipotesis de induccion (HI), ((sq)s)s es valido ya que el grado de s es
menor que n. Otra vez, como la semantica debe validar (1) y (e), la siguiente
derivacion muestra la validez de ((pq)p)p:



[’ [rs]'

() ,
S [sq]
(e)
q 1
— (1) \
(1s)q [((r s)q)(rs)]
—(e)
[r]3 1S
(e)
S
p/(HD)
2 (i)
(sq)s ((sq)s)s
(e)
S
— (i)
IS
(i)
(((rs)q)(rs))(rs)

QED.

6) Critica a la semantica intuicionista

Ciertamente, la validez de la ley de Peirce no es algo que se esperaria
de una semantica intuicionista. Hay varias hipdtesis para localizar donde esta
el problema de la semantica que se ofrecid arriba.

La idea de utilizar sistemas Post para describir las construcciones de
proposiciones atdmicas pareceria razonable, ya que con estos sistemas se
puede representar todas las funciones recursivas. Todavia, una forma de
intentar escapar a la conclusion de validez seria la de postular que no
podemos especificar con precision ni mismo lo que es la construccion de una
proposicion atomica. Por lo tanto, la cldusula (i) deberia ser reformulada sin
el uso de la expresion "si y solo si". Desafortunadamente, esta alternativa se



traduciria en la adicion de maés incertidumbre sobre el concepto de
construccion, ahora para el caso de las proposiciones atomicas.

Una critica que se puede hacerse con respecto a la formulacién de las
bases (con reglas Post) es la de notar la disparidad de sus reglas en
comparacion con las reglas de deduccion natural (1). Ella admite el descarte
de hipotesis, pero las reglas de los sistemas de Post no incluyen esta
posibilidad. Si el descarte de hipotesis fuera contemplado por las reglas de la
base, la validez de la ley de Peirce ya no seria demostrable. Es algo dificil
para los intuicionistas adoptar esta solucidon, pues admitir descartes en las
reglas para las proposiciones atdmicas es equivalente a admitir el uso de la
implicacién con asociacion por paréntesis a la derecha en las premisas de
estas reglas. El problema esta en que ahora uno tendria que argumentar que
este concepto de implicacion es primitivo con respecto al concepto de
implicacion descrito por la cldusula semantica. De lo contrario, la
explicacion de la implicacion por las clausulas semanticas seria inttil.

Nuestra hipdtesis es que el problema no esta localizado originalmente
en la elucidacion propuesto por Prawitz. El problema podria estar ya presente
en la formulacion de las clausulas BHK. En efecto, la clausula de
implicacion exige como condicidon necesaria y suficiente la posesion de una
construccion que se aplicara a cualquier construccion del antecedente de la
implicacion y resultard una construccion para el consecuente de la
implicacion. Aunque esta es una condicidn necesaria para hacer valer una
implicacion, no hay garantia de que sea suficiente, como lo habia postulado
Heyting. En efecto, nuestra hipotesis es que la demostracion de la validez de
la ley de Peirce por medio de las clausulas (i) y (i1) es el resultado del hecho
de que esta condicion se habia tomado como condicidon suficiente para la
afirmacion de una implicacion por medio de las cldusulas BHK.
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