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Introduccion

Charles S. Peirce (1839 — 1914) ha sido considerado como el intelectual méas
original y versatil de América. Padre de la semidtica moderna y creador
del pragmatismo auténtico, es mas conocido y reconocido en la filosofia que
en la matematica y la légica aunque sus aportes originales a estas ciencias
no pueden despreciarse: basta mencionar la teoria de la cuantificacion, la

axiomatizacién de la aritmética y sus maravillosos graficos existenciales [3,
10, 14, 17].

En manuscritos con fechas de 1902 Peirce propuso una notacién para los
dieciséis conectivos proposicionales binarios. La caracteristica sobresaliente
de este sistema de simbolos es que, en términos de la teoria de los signos
propuesta por el mismo Peirce, se trata de una notacién iconica. Esto sig-
nifica que cada simbolo es la definicién del conectivo que representa y, de
otro lado, que el sistema de simbolos refleja de manera bien visible algunas
propiedades y simetrias intrinsecas de los conectivos [2, 7, 8, 19]. Pero el
objetivo primordial perseguido por Peirce al introducir estos signos fue la
buisqueda sistematica de tautologias, indagacién en la cual las caracteristicas

de los signos juegan un papel decisivo.

En el marco de la busqueda de tautologias, Peirce consigné las soluciones
de tres de los problemas que se planted en sendas tablas de conectivos. En
este escrito, las tablas 1 (pdgina 3), 2 (pagina 4) y 3 (pagina 5) copian de la
manera mas fiel posible las tablas elaboradas por Peirce hace cien anos. Al

observarlas, en especial la tabla 2 (pdgina 4), la simetria salta a la vista.
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Tabla 1: Estudio por Peirce de la forma x O x

Pero la simetria presente en las tablas de Peirce no es la simetria conside-
rada de manera usual en la teorfa de matrices [5, 9, 16]. Por ejemplo, al
reflejar la tabla 3 (pdgina 5) en el eje vertical, a cada simbolo no corresponde
el mismo simbolo sino el que se obtiene de él reflejandolo en el mismo eje.
Esta es una auténtica simetria especular.

El propédsito de esta monografia es precisar el tipo de simetria presente
en las tablas de Peirce. El instrumento es la teoria de grupos, en especial
las acciones del grupo del cuadrado. Aunque el estudio presentado puede
extrapolarse a tablas rectangulares y a tablas no planas, en este trabajo sélo
se consideran tablas planas cuadradas.

En el capitulo 1 se proponen tres nociones de simetria para tablas cuadra-
das. Por ignorancia de estudios anteriores se introducen los nombres ‘uno-
simetria’, ‘dosimetria’ y ‘tresimetria’, la primera de ellas corresponde a la
simetria usual. En el capitulo 2 se presenta la notacién de Peirce para
los conectivos binarios y se repasa el estudio hecho por el pensador en la
bisqueda de tautologias. La simetria de las multiples tablas que aparecen se

estudia con la terminologia propuesta en el capitulo 1. En el capitulo 3 se
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Tabla 2: Estudio por Peirce de la forma (z ¢ y) O (z Q y)

repiten las tablas de Peirce con otra notacién para los conectivos binarios,
propuesta en la década pasada por S. Zellweger.

El material presentado en la seccién 1.1 es un caso particular de la cono-
cida teoria de acciones de grupo —que puede encontrarse en muchos textos
de algebra [6, 12, 13]— mientras las ideas, nociones y resultados de las sec-

ciones 1.2, 1.3 son originales. El capitulo 2 se basa en el articulo [2] y en la
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Tabla 3: Estudio por Peirce de la forma (z # y) Q [(y & 2) ¢ (z O 2)]

monograffa [8] pero la mayoria de las tablas presentadas alli fueron elabo-
radas por el autor y el estudio de la simetria en todas las tablas es nuevo.
En el capitulo 3 se emplea la notacién presentada en [1], la idea de presentar

con ella las tablas de Peirce y el analisis de su simetria son originales.



Capitulo 1
Tres nociones de simetria

Como en todas las actividades humanas, en la matematica son ubicuos los
fenémenos simétricos. Pero a diferencia de otras dreas del saber y de la
cultura, la matematica ha desarrollado un instrumentario muy fino y preciso

para estudiar la simetria en general: se trata de la teoria de grupos.

En el dlgebra lineal se define una matriz simétrica como aquella que es
igual a su traspuesta, o en términos mas geométricos, que es invariante bajo
una reflexién en la diagonal principal [9, 16]. Esa no es la tnica simetria
posible de una tabla cuadrada: en el interesante trabajo [5] se estudian las
reflexiones de una matriz cuadrada en sus ejes horizontal y vertical; se mues-
tra que buena parte de la teoria conocida sobre matrices simétricas puede
extenderse; se presentan algunas aplicaciones a la estadistica y se sugieren

otras.

La tabla que aparece después de la portada (pdgina 2), aunque tiene
auténtica simetria especular o bilateral respecto a sus ejes y diagonales, no
es simétrica en ninguno de los sentidos mencionados arriba. FEs preciso,

entonces, refinar la nocion de simetria para analizar este tipo de tablas.

Las palabras subrayadas destacan conceptos de uso comiin en matemati-

cas, que pueden consultarse en cualquier texto sobre temas afines [6, 12, 13].
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1.1 Unosimetria

Se observa con facilidad que un cuadrado fijo tiene ocho movimientos rigidos
o isometrias posibles: cuatro reflexiones (en las diagonales y en las medianas)
y cuatro rotaciones (incluyendo una en 360 grados, que se identifica con el
reposo); también se observa que los movimientos pueden combinarse entre
si. Estos movimientos rigidos con la operaciéon de composicién constituyen
un grupo, llamado grupo diédrico del cuadrado y denotado Dy.

Dada una tabla cuadrada, cuyas componentes pertenecen todas a cierto
conjunto X, con ella pueden realizarse los mismos movimientos rigidos del
cuadrado. Como se hard evidente en los capitulos postreros, es diferente con-
siderar la tabla horizontal (J) o inclinada (<) aunque en ambos casos pueden
realizarse todos los movimientos conviniendo que la diagonal principal es el
eje que va de la izquierda arriba a la derecha abajo, etcétera. Excepto el re-
poso, quizas el movimiento més facil de describir es la reflexién en la diagonal
principal pues corresponde —en el caso de una tabla horizontal— a cambiar
la componente z;; por la z;;. Expresiones similares pueden encontrarse para
todos los movimientos.

Si o € Dy es un movimiento rigido del cuadrado y T' € M (X) es una tabla
cuadrada, o7 denota la tabla que se obtiene de T realizandole el movimiento
o. De manera formal, esto define una accién del grupo D, sobre el conjunto

M (X) de todas las matrices cuadradas con componentes de X.

Definicién. Fijado un movimiento rigido o € Dy, una tabla T € M(X) es

unosimétrica respecto a o si T ="1T.

Ejemplos. Las matrices unosimétricas respecto a la reflexion en la diagonal
principal son las matrices llamadas simétricas. Las matrices unosimétricas
respecto a la reflexion en el eje vertical son llamadas palindromas horizontales
en [5]; las unosimétricas respecto a la reflexién en el eje horizontal, palindro-

mas verticales.
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Observacién Particular. Si el conjunto X tiene estructura de campo (o
de anillo), se verifica de inmediato que la funcién T +— o7 es lineal en

el espacio vectorial (o médulo) M, (X) de la matrices cuadradas de orden

n x n con componentes de X. En consecuencia el conjunto de las matrices
unosimétricas respecto a o, siendo el niicleo de la funcién lineal 7' +— (¢7'—T),

es un subespacio (o submddulo) de M,,(X).

En la terminologia de la teoria de grupos, la érbita de una tabla fija
T es el conjunto de todas las tablas ¢T" que se obtienen realizando con la
tabla escogida todos los movimientos rigidos del cuadrado. Como se vera en

seguida, no siempre se obtienen ocho tablas distintas.

Ejemplos. La orbita de
es

R TR A R R e R

la de

es

la érbita de

— W =
N =N
— W =

S}

—_ L =
N DN

wW =
(U N
W = W
—_ N =
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y la de
1 21
2 3 2
1 21
es
1 21
2 3 2
1 21

Si la érbita de cierta tabla T tiene menos de ocho elementos entonces
hay algiin movimiento rigido ¢ distinto al reposo que deja inalterado 7', es
decir, T" es unosimétrica respecto a o. Asi pues, una forma precisa de medir
la unosimetria de 7" es considerando el conjunto siguiente, denotado G1(7)

o bien G; cuando la tabla estd especificada en el contexto.
GI(T)={oc€Dy|oT =T}

Teorema 1. Para cualquier tabla T, G1(T) es un subgrupo del grupo
diédrico Dy.

Demostracion. Sit denota el reposo es evidente que i7" = T', luego i« € G;. Si
o,7 € G entonces o7 = o(7T) = 0T =T de donde o7 € G;. Ysio € Gy
entonces 07T = o7 (oT) = (07'0)T = iT = T, de suerte que también
ol e . O

Convencién. Sea T cualquier tabla cuadrada. El primer grupo de simetria

de T es G1(T).

Ejemplos. El primer grupo de simetria de

¥

es el grupo trivial —que tiene un solo elemento—, denotado 0; los primeros

S |

grupos de simetria de
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aunque distintos entre si, son isomorfos al grupo Z, que, en esencia, es el

unico que tiene dos elementos; los primeros grupos de simetria de

1 21
Lo 3 4 3
y )
01
1 21
también distintos entre si, son ambos isomorfos al grupo V, el tinico grupo
no ciclico que tiene cuatro elementos; el primer grupo de simetria de

11 1 2 1
de 2 3 2
1 2 1

es el grupo diédrico completo Djy.

Estos ejemplos también ilustran el siguiente hecho, valido en general para

acciones de grupos finitos [6, 12].

Teorema 2. Para cualquier tabla T, el producto del tamano de la orbita de

T por el tamano del primer grupo de simetria G1(T), es 8.

Ahora es claro el sentido en el cual el primer grupo de simetria mide la
unosimetria de la tabla: cuanto mayor el grupo, tanto mas unosimétrica es
la tabla.

1.2 Dosimetria

En la primera seccién se presentd la accién natural del grupo diédrico Dy
sobre el conjunto M (X)) de tablas o matrices cuadradas con componentes de
un conjunto X.

Supongase ahora que un grupo H actiia sobre el conjunto de componentes
X. Esta accién induce de inmediato una nueva accién sobre el conjunto

M(X), como sigue: Si h € H es un elemento del grupoy 7' € M(X) es una
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tabla cuadrada, T} denota la tabla que se obtiene de T realizando en cada

componente la accién h.

accion

accion
mducida

accion natural

Ejemplo. Si X tiene estructura de grupo aditivo entonces actia sobre él el

grupo Zs = {0, 1} como se indica a continuacién.

Oxz==x
lxx=—zx
Para esta accion, Ty es T' mientras 717 es la tabla que se obtiene de T susti-

tuyendo cada componente por su opuesto aditivo o, como se dice, ‘cambidn-

dola de signo’.

Cuando en una tabla cuadrada se realiza un movimiento rigido de los
estudiados en la seccién 1.1, se establece una relacién entre las componentes
de la misma: un elemento x se relaciona con y si, al mover la tabla, alguna
de las copias de x cae sobre alguna de las de y. En general esta relacién no es
funcional ni biyectiva; aun si lo es, resulta ilusorio esperar que corresponde
con exactitud a la biyeccién inducida por la acciéon de H. Sin embargo, en

algunos casos eso es lo que sucede.

Definicién. Fijados un movimiento rigido ¢ € D, y un elemento h € H,

una tabla T € M(X) es dosimétrica respecto a o y a h si oT = T,

Ejemplos. Las matrices dosimétricas respecto a la reflexién en la diagonal

principal y a 1 € Zs; —con la accion indicada arriba— son las matrices
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llamadas antisimétricas. Las matrices dosimétricas respecto a la reflexion
en el eje vertical y a 1 son llamadas antipalindromas horizontales en [5]; las
dosimétricas respecto a la reflexién en el eje horizontal y a 1, antipalindromas

verticales.

Observacién Particular. Si el conjunto X tiene estructura de campo, la
funcién T — (o7 + T) es lineal en el espacio vectorial M,(X) luego el
conjunto de las matrices dosimétricas respecto a ¢ y a 1 —con la accién
indicada arriba— es un subespacio de M,,(X).

Si, ademds, o es de orden 1 o 2 (reposo, reflexién en cualquier diagonal o
en cualquier eje, rotacién en 180 grados) y la caracteristica del campo no es 2,
entonces toda tabla o matriz M € M, (X) puede expresarse de manera tnica
como la suma de una unosimétrica respecto a ¢ y una dosimétrica respecto

a oy al, como sigue.

M+oM M-—ocM
~ T2 T

M

Como en la seccién anterior, la dosimetria de una tabla puede tratar de

medirse con un conjunto de movimientos rigidos, denotado ahora Gs.
G2(T) = {0 € Dy | existe h € H tal que 0T =T, }

Cabe anotar que, aunque no se indica de manera explicita, G5 depende de
la accion de H sobre el conjunto X. Como antes, se espera encontrar un

subgrupo de Dy.

Lema. Sea T' € M(X) una tabla arbitaria. Para cada o € Dy y cada h € H

se tiene la igualdad siguiente.
(O’T)h = O'(Th)

Demostracion. En el diagrama siguiente, el movimiento rigido o es una per-

mutacién del conjunto de indices {1,2,...,n} x {1,2,...,n} —o de otro
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conjunto si la tabla no es horizontal sino inclinada— mientras las tablas o

matrices T', T y T}, son funciones de este producto en X.

(i) —— (k)

N

tkl T h * tkl

Puesto que los dos tridngulos que constituyen el diagrama son conmutativos,

las tres maneras de recorrerlo conducen al mismo resultado. O

Teorema 3. Para cualquier tabla T, Go(T) es un subgrupo del grupo
diédrico Dy.

Demostracion. © € Gy pues ¢I' =T =1T,,. Sio,7 € Gy existen h,k € H
tales que o1 =Ty, y 7T = T}, y entonces o711 = o(7T) = 0(T}) = (6T )y =
(Th)r = Tyn, de donde o7 € Gy. Sio € Gy sea 0T = T}, para h € H entonces
o = 0 (T = o (T ) = o (0T ) = o (o(Ty 1)) = T+ =

T},-1, asi que también o~ € Gb. H

Se recibe una prueba alternativa al leer el lema como conmutatividad
entre las dos acciones sobre M(X), la de Dy y la inducida por H. Existe
una correspondencia biyectiva natural entre las parejas de acciones sobre un
mismo conjunto que conmutan entre si y las acciones del grupo producto
sobre el conjunto. En particular, el lema implica que se tiene una acciéon del
grupo Dy x H sobre M(X); como en la prueba del teorema 1, para cada
tabla cuadrada 7' € M (X) el conjunto

{(o,h) |oT)-» =T} ={(o,h) | oT =T}

es un subgrupo del grupo producto; Go(7T') es la proyeccién en Dy de este

subgrupo y, por lo tanto, un subgrupo de Dj,.
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Convencioén. Sea T cualquier tabla cuadrada. El sequndo grupo de simetria

de T relativo a la accién de H es Go(T).

Ejemplo. El segundo grupo de simetria de una matriz cuadrada —respecto
a la accion de Zy— contiene la reflexion en la diagonal principal si y solo si la
matriz es simétrica o antisimétrica. Idéntico comentario puede hacerse sobre

las reflexiones en los ejes.

1 2
Ejemplo. Tomando X = {1, 2,3, 4} sea T = [3 4] . Como se observé en

la seccion 1.1, G (T') es el grupo trivial con un solo elemento.
El conjunto X es un grupo con la operaciéon médulo 4. Si se considera

la accién de Zy sobre X en tanto grupo aditivo, G5(7T') también es el grupo

R

Si se considera la accién de Z, sobre X por adicién entonces Go(7') es un

trivial pues

grupo de dos elementos —por tanto, isomorfo a Z,— pues

L

que se obtiene de T por reflexién en el eje horizontal.

142 2+2
3+2 442

2

La unosimetria puede considerarse un caso particular de la dosimetria,
caso que se obtiene al tomar la accién trivial de H —esto es, 1), = T para
cada tabla T—, de manera que con la dosimetria se gana precisién en el

estudio. El hecho siguiente es un reflejo de ello.

Teorema 4. Para cualquier tabla cuadrada T, el primer grupo de simetria

es un subgrupo del sequndo. En simbolos:

G1(T) C Go(T).
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Demostracion. Si o € G entonces o1 = T luego existe el elemento neutro
ey tal que 0T =1T,,,, de donde o € Gj. O

El primer grupo de simetria mide la unosimetria de la tabla, el segundo
mide la dosimetria mddulo Dy — pues el auténtico grupo de dosimetria es el
subgrupo de D4 x H que se indico.

La unosimetria es la simetria global de una tabla; la dosimetria es la
coherencia entre la simetria global de la tabla y la simetria local de sus

componentes.

1.3 Tresimetria

En la seccién precedente un grupo cualquiera H actia de manera arbitraria
sobre el conjunto X mientras el grupo diédrico D, actia de manera natural
sobre el conjunto M (X)) de tablas cuadradas con componentes de X.
Supdngase ahora que el grupo que actia sobre el conjunto de componentes
X es el mismo grupo de los movimientos rigidos del cuadrado, Ds. Ademas
de lo dicho en las secciones anteriores, ahora cabe la posibilidad —remota—
de que al realizar un movimiento rigido con una tabla, esto induzca entre sus
componentes una permutacion que corresponde al mismo movimiento rigido,

realizado en sentido contrario.

Definicién. Fijado un movimiento rigido o € Dy, una tabla T € M(X) es

tresimétrica respecto a o si o1 = T,-1.

Ejemplo. La tabla presentada en la pagina 2 es tresimétrica respecto a todos
los movimientos rigidos del cuadrado, considerando la accién natural de D,
sobre el conjunto X = { X, K, X, X, X, X X, X, X, X }.

Una tabla es tresimétrica respecto a un movimiento de orden 1 o 2 (reposo,
reflexién en cualquier diagonal o en cualquier eje, rotacién en 180 grados) si y
solo si al realizarlo con la tabla, esto induce entre sus componentes el mismo

movimiento. En efecto, en este caso 07! = 0.
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Cuando una tabla es tresimétrica respecto a una reflexion, al colocar un
espejo fisico sobre el eje de reflexion y en el plano perpendicular a la tabla,
la imagen especular es exactamente igual a la cara oculta de la tabla — este
fenémeno se observa en la tabla de la pagina 2 asi como en el Espejo Magico
de Escher [4]. Mds aun, cuando una tabla es tresimétrica respecto a cualquier
movimiento rigido, al escribirla en una superficie plana transparente y realizar
el movimiento en cuestion con la superficie, la imagen final es exactamente
igual a la inicial — de nuevo, eso sucede con la tabla de la pagina 2.

De cualquier tabla T puede considerarse el conjunto de todos los movi-

mientos rigidos respecto a los cuales ella es tresimétrica, denotado G3(T).
G3(T)={oceDy|oT=T,n}={oeDy|oT, =T}

De nuevo, es importante resaltar que G35 depende de la accion de Dy sobre

el conjunto X.

Teorema 5. Para cualquier tabla T, Gs3(T) es un subgrupo del grupo
diédrico Dy.

Demostracion. i € Gs pues 1" =T = T; = T;-1. Si 0,7 € (G3 entonces
otT = o(1T) = o(T-1) = (0T)r1 = (Th-1);1 = Tr1p1 = o)1, de
donde o7 € G3. Si o € G5 entonces 0 'T = o7 (0(T,)) = (¢c7'0)T, =
iT, =T, = T(y-1)-1, asi que también o~ € Gj. O

De nuevo, como las dos acciones de D, sobre M(X) conmutan entonces
corresponden a una acciéon del grupo producto D4 x D,; para cada tabla
T € M(X) el conjunto

{(0,0)|0cT =Ty} ={(0,0) | 0T, =T}

es un subgrupo del grupo producto; G3(7") es la proyeccién en D, de este

subgrupo.

Convencién. Sea T’ cualquier tabla cuadrada. El tercer grupo de simetria

de T relativo a la accién de D, sobre X es G3(T).
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Como se espera y como se aprecia en los ejemplos siguientes, el tercer

grupo de simetria mide la tresimetria de la tabla.

Ejemplos. El grupo D, actia de manera natural sobre cualquier conjunto
con cuatro elementos si estos se colocan en los vértices de un cuadrado. Por

ejemplo, la ubicacion

3 4

corresponde a la siguiente accién en el conjunto X = {1, 2, 3,4 }.

Reposo

Rotacién 90° ()
Rotacién 180°

Rotacién 270° ()
Reflexion en diagonal ppal
Reflexién en 2* diagonal

Reflexion en eje vertical

W N B FH N R W
=N W R W= NN
— R W N~ N R W w
N W~ B W~ NS

Reflexion en eje horizontal

A continuacién se indican los grupos de simetria —referentes a esta accién—
de algunas tablas. En vez de describir el subgrupo en si, se consignan los
grupos a los cuales son isomorfos: por ejemplo V' y Z, tienen ambos cuatro
elementos pero no son isomorfos pues el tltimo es ciclico y el primero no.
En realidad, las copias de V que aparecen en la lista corresponden a dos

subgrupos diferentes de Djy.
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tabla T' Gl(T> GQ(T) Gg (T)
b2 0 D D
3 4 4 4
24 0 D Z
1 3 4 4

1 3
0 D, V

2 4
3 0 Dy Ly

4

1 2
0 V o

4 3

11
Ly 1% 0

2 2

Las ultimas dos tablas mostradas ilustran el hecho de que, en general,
no se tiene G; C G3 ni G35 C G;. La relaciéon siguiente, por el contrario, es
evidente de las definiciones pues una tabla es tresimétri ca respecto a o si y

solo si es dosimétrica respecto a oy o~ L.

Teorema 6. Para cualquier tabla cuadrada T, el tercer grupo de simetria es

un subgrupo del sequndo. En simbolos:
G3(T) C Go(T).

El primer grupo de simetria mide la unosimetria de la tabla, el segundo
mide la dosimetria mddulo Dy y el tercero mide la tresimetria.

La unosimetria es la simetria global de una tabla; la dosimetria es la
coherencia entre la simetria global y la simetria local de sus componentes; la
tresimetria es la coincidencia entre la simetria global de la tabla y la simetria

local de sus componentes.



Capitulo 2
Las tablas de Peirce

Como se indicé en la Introduccién, en 1902 Peirce propuso una notacién
para los dieciséis conectivos proposicionales binarios. La idea de Peirce es
sencilla en extremo: la tabla de verdad que define un conectivo binario tiene
cuatro renglones, cada uno de los cuales puede ser V o F; el simbolo X
tiene cuatro cuadrantes, cada uno de los cuales puede dejarse abierto o bien
cerrarse uniendo los extremos correspondientes. La convencién adoptada es

la siguiente.

Vv
VF FV

FF

La tabla 2.1 (pdgina 20) contiene la lista de los conectivos con sus signos
respectivos. Peirce también propuso y empled variantes cursivas de estos
simbolos para facilitar su escritura, variantes que en esta monografia solo se
emplean en la presentacién de las tablas originales (tablas 1, 2, 3).

En su busqueda sistematica de tautologias, Peirce procedié como sigue.
Inicialmente escogia una forma, una expresion de légica proposicional en la

cual no solo las proposiciones sino también los conectivos son incégnitas;

19
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Vv F F F V V V V F F F F V.V V V

VW/F ¥ F V¥ V F F V VF V F V V V

¥rWF¥F ¥ VFF ¥ VF VFV VVF V V

FF/JF VFFF FFVFVV VVVZF V

X KK XX X KKXXXK XX X X X

$ A < >V AN oo 8 NP R x> % X
= |

Tabla 2.1: Notacién de Peirce para los conectivos binarios (1902).

luego, empleando propiedades de su notacién, establecia todas —o muchas
de— las sustituciones de los conectivos que hicieran una tautologia de la

forma.

Ademaéas de sus variantes, las formas estudiadas por Peirce son las

siguientes.

z Oz
z O (x O x)
(x 0 x) O (zQx)
(0 y) O (zVy)
(zdy) Ollydz) O (z02)

Aqui O, ¢, O, & yv & son variables y en cada forma se buscan los valores

tales que la expresién es verdadera para cualesquier proposiciones x, y, 2.

En el analisis de tres de estas formas, Peirce consigné todas sus soluciones
en sendas tablas... jtresimétricas! En este capitulo se presenta de manera
sucinta el estudio de las diferentes formas y se investigan las simetrias de las

tablas que surgen.
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2.1 Primera Forma

La expresion x O z corresponde a un conectivo de aridad 1 luego, en principio,
puede tomar cuatro valores: V', F', x, T ( = no z). Para obtener el primero
se requiere que el conectivo O asigne V' a las parejas V'V, F'F' —las tnicas
que pueden intervenir—, lo cual en la notacién de Peirce equivale a que los
cuadrantes superior e inferior estén abiertos. Asi, los conectivos O que hacen

de esta expresion una tautologia son X, X, X, X.

De igual manera se analizan los otros tres valores posibles de x O x, forma
que induce una clasificacion de los conectivos binarios mostrada por Peirce
en la tabla 1 (pagina 3) [2]. Una versién de esta tabla aparece en 4.268 de
Collected Papers [15] (4.268 significa apartado 268 del volumen 4), pero por
desgracia los editores en vez de reproducir los signos introducidos por Peirce
los sustituyeron por “un simbolismo més convencional”. En 4.270 de la obra
citada, Peirce rotula las cuatro clases con las letras A/, £, W, S. La tabla
2.2 es la misma tabla 1 de Peirce, con la notacién ‘no cursiva’ y con los

cuadrantes rotulados como él lo indicé.

Tabla 2.2: Clasificacién de los conectivos segin =z O .

Si O € NV entonces z O x es una tautologia; si O € W, la forma equivale
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ax;siO€& entoncesz OxzesT; ysiOeS, essiempre F. La ubicacién
de las cuatro clases en una gran X es coherente con la convencién para cada
signo: en el cuadrante superior siempre V', en el inferior siempre F', etcétera.

Esta forma aporta 4 tautologias.

Tabla 2.3: Clasificacién de los conectivos (Tabla inclinada).

Para analizar su simetria, la tabla 2.2 puede presentarse de manera mas
concisa como la tabla 2.3. Esta tabla no es unosimétrica respecto a ningin
movimiento rigido salvo el reposo, de hecho no tiene ninguna componente
repetida, luego G; = 0. Es claro que la reflexiéon de la tabla en el eje vertical
corresponde a una rotacién en 180 grados de cada uno de los signos compo-
nentes y que ningiin otro movimiento rigido tiene un efecto semejante, luego
Gy =7y G3=0.

La dosimetria mencionada en el parrafo anterior se refiere a la accién
natural de D, sobre los signos de Peirce. Sobre este conjunto también actia
el grupo Zy x Dy (el 0 de Z, deja invariante el signo, el 1 lo ‘complementa’:
cambia los cuadrantes abiertos en cerrados y viceversa [7, 8]) y respecto a esta
accion, la rotacion de la tabla 2.3 en 180 grados corresponde a complementar
cada signo mientras la reflexién en el eje horizontal de la tabla corresponde a
una rotacién en 180 grados seguida del complemento. En este caso, entonces,
Gy, =V yGz=0.

No es posible distribuir los conectivos en una tabla inclinada que tenga

tresimetria no trivial. Sin embargo, la reflexion de la tabla 2.4 en su diagonal
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principal corresponde a la misma reflexién de los conectivos —en el mismo

sentido o en sentido contrario—, luego G1 =0, Gy = Zo v G3 = Zs.

NI EIWIS
XXX | X
XK |IK|K
XXX X
MR X| X

Tabla 2.4: Clasificacién de los conectivos (Tabla horizontal).

2.2 Segunda Forma

El andlisis de la expresion x ¢ (z O z) es sencilla en la medida en que
contiene la forma x O z, estudiada de manera completa en el apartado 2.1.
Por ejemplo si O € N entonces z O z es una tautologia, de manera que
la segunda forma se reduce a x { V; para que esta forma sea tautologia,
basta que ¢ asigne V' a los valores VV y FV —los tnicos posibles—; en
la notacion de Peirce, esto equivale a que los cuadrantes superior y derecho
estén abiertos. De esta manera, las parejas (¢, O) que arrojan una tautologia
de la segunda forma con O € N son (X,0), (IX,0), (X,0)y (X,0).

De la misma manera se analizan las otras tres elecciones posibles de O.
Los resultados se consignan en la tabla 2.5 (pagina 24), no presentada antes
ni por Peirce ni por otros investigadores.

Cada punto de la tabla 2.5 representa 4 formulas —el conectivo O puede
escogerse de un subconjunto de tantos conectivos— luego hay 64 tautologias
de la forma z ¢ (x O x). De la forma variante (z O z) ¢ x hay otras 64
tautologias, de manera que en total se han encontrado ya 132 tautologias.

Es evidente que la tabla 2.5 no presenta simetria alguna, a menos que
los integrantes de las clases A/, W, &, S se distribuyan de manera simétrica

respecto al eje vertical, obteniendo unosimetria forzada respecto a este eje.
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O
N w & S
X
X
X
X
X
X
X °
% X .
X °
X °
X
X o o
X ° °
X . °
X | e °
X ° ° o o

Tabla 2.5: Tautologias de la forma = ¢ (z O x).

2.3 Tercera Forma

Como antes, el estudio de la expresién (x ¢ z) O (z © x) se basa en la
clasificacién inducida por la forma z O z. Si O €e Ny © € N, la forma
se reduce a V O V que es tautologia si O asigna V a la pareja V'V, es
decir, si su cuadrante superior esta abierto. De esta manera, las ternas
(0,0,9) con ¢ € N, © € N que arrojan una tautologia de esta forma son
(0, X,Q), (0, X,Q), (0, X,9), (0, X,Q), (¢, X,Q), (0, X,Q), (0, X,9)
vy (0, X,Q). Como otro ejemplo, si O € Ny © € W entonces la forma se
reduce a V' O z que es tautologia si O asigna V' a las parejas VV y VF|
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es decir, si estan abiertos sus cuadrantes superior e izquierdo. Las ternas
(0,0,9) con ¢ € N, © € W que arrojan una tautologia de esta forma son
(0, X,9), (0,X,0), (0, X,9) vy (0, X, Q).

De esta manera pueden estudiarse los dieciséis casos posibles. Hasta
donde se sabe, ni Peirce ni otros investigadores han consignado los resultados
en una tabla, pero es sencillo hacerlo con la técnica empleada por Peirce
para las otras formas. En cada caso, se escoge el conectivo con mas cuadran-
tes cerrados que haga tautologia la expresion estudiada. Por ejemplo, para
O eN, Qe N seescoge X; para O € N, © € W se escoge XI. Todas las
demas soluciones se obtienen abriendo uno por uno los cuadrantes cerrados
del conectivo elegido, en todas las formas posibles. En el primer ejemplo se
consigna X y las soluciones posibles son X, XI, X, X, X, X X, X;en el
segundo ejemplo se registra X y las soluciones posibles son X, X, X, X.

La tabla 2.6 contiene todos los conectivos ‘maximos’. En la interseccion
de la fila A y la columna N estd X; en la interseccién de la fila N y la

columna W estd X.

Q
N § W &
NIXK X X X
O SR K K K
Wik X X X
EIX X X X
Tabla 2.6: Tautologfas de la forma (x ¢ x) O (z © z).

.Cuantas tautologias contiene la tabla 2.67 Si en la casilla ¢ aparece
un conectivo con n; cuadrantes cerrados, estda representando un conjunto
de 2™ posibles soluciones. La suma »_ 2" es 80 pero esa cantidad debe
multiplicarse por 16, el numero de las posibles elecciones de la pareja (¢, Q)
—cada componente puede elegirse de un conjunto de 4 elementos—. Asi hay

1280 tautologias de la forma (z ¢ x) O (x © z), para un total acumulado de
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1412 tautologias.

La tabla 2.6 no es unosimétrica respecto a ningin movimiento rigido no
trivial —pues contiene més de una componente que no se repite—, es decir,
G7 = 0. La reflexién de la tabla en la diagonal principal corresponde a la
reflexion en el eje vertical de las componentes, de hecho Gy = Zy y G3 = 0.

Pero si se cambia el orden de las filas y las columnas, la simetria aumenta
de manera considerable. La tabla 2.7 es la misma 2.6 cambiando el orden

N-S-W-Epor N-E-W-S8.

Q©
N & W S
NIX X X X
O EITX MK X X
WiK X X X
SIXK X K X

Tabla 2.7: Forma (z ¢ x) O (z Q z).

En la tabla 2.7, ademas de la dosimetria mencionada en la anterior, la
reflexién de la tabla en la segunda diagonal corresponde a la reflexién en el eje
horizontal de las componentes y, por lo tanto, la rotacién en 180 grados de la
tabla corresponde a la misma rotaciéon de los signos. Mas aun, la reflexién de
la tabla en el eje vertical corresponde a la reflexion en la diagonal principal
de los signos; la reflexion de la tabla en el eje horizontal corresponde a la
reflexion en la segunda diagonal de los signos; por lo tanto, la rotacion en 90
grados de la tabla corresponde a la misma rotacion —en el mismo sentido—
de las componentes. Asi, G; =0, Gy = Dy, G3 = Zo.

Peirce present6 sus diversas tablas siempre inclinadas (<). Al inclinar la
tabla 2.7... jaumenta la tresimetrial

En la presentaciéon 2.8, las reflexiones de la tabla en los ejes corresponden
a los mismos movimientos rigidos de las componentes —en sentido contrario,

porque son de orden 2— luego ahora G1 =0, Gy = Dy, G3 =1V
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Tabla 2.8: Forma (z ¢ x) O (x © z) (Tabla inclinada).

Otra manera sorprendente de aumentar la tresimetria de la tabla 2.7 es
reflejandola en su diagonal principal, pues mientras la simetria respecto a las
reflexiones se mantiene, la rotacién en 90 grados de la tabla corresponde a la
misma rotacion en sentido contrario de las componentes. En la tabla 2.9 se
tiene G1 =0, Gy = Dy, G3 = Z4.

M X X K|z

N
Q &
4%
S

X X X K|t
X X X KIS
XX K&

X

Tabla 2.9: Forma (z ¢ z) O (x © x) (Tabla traspuesta).

Ahora tal vez ya no es tan extrano el hecho de que al inclinar la tabla
2.9, o lo que es lo mismo, al reflejar la tabla 2.8 en el eje vertical, se recibe
una tabla tresimétrica: en la 2.10 se tiene G; =0, Gy = Dy, G3 = Dy

La tabla puesta como ejemplo al principio de este trabajo (pdgina 2) se
obtuvo de la tabla 2.10 cambiando el orden NV — & — W — S por el orden
S — & —W — N. Otra tabla tresimétrica es la 2.11 (pdgina 28), obtenida de

la tabla 2.8 intercambiando solo tres pares de componentes. Su lectura para
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Tabla 2.10: Forma (x ¢ ) O (x © z) (Presentacion tresimétrica).

las tautologias de la forma (z ¢ x) O (z © x), sin embargo, se complica pues

en ella cada cuadrante tiene sus propios rétulos.

Tabla 2.11: Forma (z ¢ ) O (x © z) (Otra presentacién tresimétrica).

2.4 Cuarta Forma

La expresién (z ¢ y) O (z © y) se diferencia de manera sutil de la forma

estudiada en el apartado 2.3. En vez de una variable proposicional ahora
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aparecen dos —lo cual hace disminuir el nimero de tautologias posibles—
pero aparecen de manera ordenada —lo cual permite considerar de manera
simultanea las expresiones x ¢ yy x O y—. La técnica empleada por Peirce
para encontrar todas las tautologias de esta forma consiste en escoger de
manera libre los conectivos ¢ y ¢y, a partir de ellos, encontrar los conectivos
O que hagan siempre verdadera la expresién analizada. Por ejemplo, si ¢ es
X vy QO es X entonces z ¢ y siempre es F'y x ¢ y puede tomar los valores
V' y F, luego se requiere que O asigne V' a las combinaciones F'V y F'F o,
lo que es lo mismo, que sus cuadrantes derecho e inferior estén abiertos: en
este caso, las soluciones posibles para O son X, X, X, X. Si Q0 es X y ©
es X entonces x ¢ y toma los valores F', F', F', V —en ese orden— mientras
x Q y toma los valores V, F', F', V; la forma (z ¢ y) O (z © y) se reduce a
las cuatro posibilidades FF O V, FF O F, F O F, V O V; para obtener una
tautologia se requiere que O asigne V a las parejas F'V, FF, VV es decir,
que sus cuadrantes superior, derecho e inferior estén abiertos; las soluciones
posibles para O son X y X.

Como en el apartado anterior, la tabla 2.12 (pagina 30) contiene en cada
casilla el conectivo O maximo que arroja una tautologia de esta forma. En
la interseccién de la fila X y la columna X estd [X; en la intersecciéon de la
fila X y la columna X esta IX.

La suma Y 2™ para la tabla 2.12 es 680 luego el nimero total de tau-
tologias encontradas hasta el momento asciende a 2092. Aunque Peirce no
lo hizo, con facilidad podria estudiarse la forma variante (z ¢ y) O (y © z),
para lo cual serfa suficiente ‘convertir’ (reflejar en el eje vertical) el conectivo
@ en la tabla 2.12. Esto aportaria otras 680 tautologias nuevas para un total
acumulado de 2772.

Basta observar las esquinas de la tabla 2.12 para probar que no es unosi-
métrica respecto a movimiento rigido alguno, de manera que G7; = 0. Las
dosimetrias son mas ricas: la reflexion de la tabla en la diagonal principal

corresponde a la reflexion de cada componente en el eje vertical, mientras la
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<
XKXXXAAARAANKXKEXEKNXNKAK
X XN AXNANAXANXNXNXNAXNANXNXK
M X XXX XXX XAARAANNANX XX
XM XXX XHXXXHXXXAXNARANXXKNXNW
XX KX AHXXAHAXNAXNHNXANXAXKX
XX XK XAAHAHNXXXXXNHNXNXK
XXX KHKXXXXXXXXX XK
XX XK XNKXXXXXXXXXK
KX XXKXXNKXXXXXXXX X 3
XKXKXXXXXNKXXXXXXX|NX
KX XKXXXXXNKXXXXX XX
XXX XXXXXXXNKXXXX X|X
O IX K XX XXXXNKNKNKNIXXX X|X
g KKK XKXKKXXKXNMKXX XX
XX XKKKXKXKXXXNXX X|X
X XX KKKNKXXKXXXXXNMX|KX
KXKKKRKRKRKKKKRKRKRKX K K|X

<
~—

X
X
X
X
X
X
X
X

Tabla 2.12: Tautologias de la forma (z ¢ y) O (x
reflexion en la segunda diagonal corresponde a la reflexién de cada signo en el
eje horizontal. De manera simétrica, la reflexién de la tabla en el eje vertical
corresponde a la reflexion de cada componente en la diagonal principal y la
reflexion de la tabla en el eje horizontal equivale a la reflexion de cada signo
en la segunda diagonal. La rotacién de la tabla en 90 grados —en cualquier
sentido— equivale a la rotacién de las componentes en 90 grados —en el
mismo sentido—, luego la rotacion de la tabla en 180 grados corresponde a
la rotacién de cada signo en 180 grados —en el mismo sentido o en el sentido
contrario, pues este movimiento es de orden 2—. En resumen, Gy = Dy

mientras G3 = Zo.
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Tabla 2.13: Forma (z ¢ y) O (z © y) (Tabla inclinada).

Obsérvese que las dosimetrias de esta tabla corresponden de manera exac-
ta a las de la tabla 2.7. En realidad, la ‘subtabla’ 4 x 4 de la tabla 2.12
obtenida al considerar solo las filas y columnas X — X — X — X es la tabla
2.7 rotada 180 grados.

Una version de esta tabla 2.12 aparece en 4.273 de Collected Papers [15],

con la notacion usada por los editores. De la tabla presentada alli, los editores
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dicen que “es una representacién méas clara (y precisa) de la tabla dada
por Peirce, en razén de una reduccién en el ntimero de signos usados”. FEl
estudio presente permite refutar de manera técnica esa afirmacion: el grupo
D4 no actia de manera natural sobre el conjunto de signos colocados por los
editores, y la dosimetria y tresimetria de la tabla 2.12 se ocultan totalmente.

La tabla original dada por Peirce para este caso es inclinada y, al igual
que en el caso anterior, con ello aumenta la tresimetria: en la tabla 2.13
(pagina 31) se tiene Gy = 0, Gy = Dy y G3 = V. Salvo el orden de los
conectivos, esta es la misma tabla 2 (pagina 4) elaborada por Peirce en 1902
2].

Igual que en la seccién 2.3, si la tabla 2.12 se refleja en la diagonal principal
su tresimetria aumenta a G3 = Zg; si la tabla de Peirce (cualquiera de las
tablas 2 0 2.13) se refleja en el eje vertical —cambiando los lugares de ¢ y

O— resulta una tabla tresimétrica, esto es, con Gz = Dj.

2.5 Quinta Forma

Es evidente que el estudio de la forma (z & y) O [(y & 2) O (x O 2)]
es mas complejo que el de las formas anteriores, pues aumenta el nimero de
variables proposicionales y el de conectivos. Para esta forma Peirce renuncia a
encontrar todas las tautologias, como lo ha logrado en las formas anteriores, y
se conforma con algunas. Por ejemplo, no cuenta las 16* = 65536 tautologias
‘triviales’ que se obtienen cuando el conectivo principal © es X.

La técnica empleada por Peirce puede describirse como sigue. En primer
lugar, se escogen los conectivos ¢, { de tal manera que la forma auxiliar
PQO(QOR) sea verdadera excepto quizas para cierta combinacién preestable-
cida de valores para P, (), R. Luego se determinan los conectivos #, &, O de
tal manera que las tres proposiciones (z # y), (y & 2), © O z no tomen los
valores establecidos. Por una razén muy precisa —que no se explica aqui—

Peirce rotul6 las combinaciones preestablecidas con X, X, X y X.
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Sin entrar en los detalles del calculo de las tablas, el procedimiento para
encontrar tautologias es el siguiente. En primer lugar se escoge un pivote
del conjunto { X, K, X, X }. En segunda instancia y con la tabla 2.14,
se toma una pareja de conectivos (O, ) entre las dos asignadas al pivote

elegido.

pivote X X X X
PO | X X | XK |X X | XK
AR AKX XK XX

Tabla 2.14: Conectivos Q, ¢ para la forma (z & y) Q [(y & 2) O (z O 2)].

Para los conectivos restantes se procede como en el apartado 2.4. Se
toman de manera libre dos conectivos #, &; en la esquina superior izquierda
de la tabla 2.15 (péagina 34) se busca el pivote escogido; en la columna del
pivote se toma # y en la fila del mismo se toma &; al interior de la tabla, en
el cruce de la fila y la columna correspondientes, se encuentra el conectivo
maximo O que completa la tautologia.

Por ejemplo, se escoge el pivote X. De la tabla 2.14 se toma (O, ) =
(X, X). Se escogen (#, &) = (X, X) y la tabla 2.15 indica —buscando X
en la segunda columna exterior y X en la primera fila exterior— que puede
tomarse O = X o cualquier conectivo obtenido de él abriendo sus cuadrantes

cerrados. Luego

(z X y) X [(y X 2) R (z X 2)]
es una tautologia.

La suma ) 2™ para la tabla 2.15 es 1699, cantidad que debe multiplicarse
por la cantidad de pivotes y luego por la de opciones que da la tabla 2.14
a cada pivote, asi que este método arroja 13592 tautologias de la forma
(xdy)Ql(ydz) O (zO z)]. Pero el mismo Peirce consideré las siguientes
doce variantes de esta forma, que pueden atacarse con el mismo método —de

hecho, la tabla 2.15 sirve para todas las variantes—.
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XEKKNMKKKKKNXNMKNXXKXKXKNXKKX
NEIKHKKEKKEKKKKKXKKKRKKX KX
XXX XK XXX XK XANXKKX
XHKIKKNKKEKEKRKEKNKKXKRKKXNXKX
K XXX KNXXXNXXKNXKKX
XXX AHNAXEKXKKXKXXXXXAKXNKKX
K XXX XNXNXK XXX XXXNKNXK
MKXIXHXXKXEKXNMKXXXKXXINXKNXKKKX
XNKIXXAKXKXXNMKKAKAAKKKX
XA KIKKKKKEKKKXKKKKNKKKX KX
XEIXHXEKXEKXHAKXKAXAKXARKKXKX
X KIXXXKXEKXXKKIXAKXIAKIKXKX
K XIXHXXAXEKXHNXNAKRXXAKRKKXK
XXX X AXKXEKKKXXXXXKKXKINKX
XXX AHXXKXAHNXAKXXAAXNXKX
XXX XX AXEKXXXXXXXKXKKXKX
KHXIXHXXKXEEKXNMKXNXXXINXKNXKKK
K XIKEKXKKXXXXXXNMNKEKKXXXX

Tabla 2.15: Conectivos #, &, O para la forma (z # y) Q [(y & z) O (z O z)].
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Luego la cantidad de tautologias asciende a 1699 x 4 x 2 x 12 = 163104.
En 4.271 de Collected Papers [15] se indica un total de 24376, que debe ser
24576 = 256 x 4 x 2 x 12, producto obtenido de considerar una tautologia
por cada casilla de la tabla 2.15 en vez de 2™. El gran total de tautologias
halladas por Peirce en las diversas formas estudiadas es entonces 165876.

Se ve de inmediato que la tabla 2.15 no es unosimétrica ni dosimétrica
respecto a movimiento rigido alguno, luego G; = 0, G, = 0y Gz = 0. El
segundo grupo de simetria se conserva al inclinar la tabla, luego en este caso
no se gana simetria con ese solo cambio.

Pero Peirce no sélo incliné la tabla, también cambio el orden de las filas.
Intercambiando solo cuatro parejas de filas —correspondientes a los 8 conec-
tivos no conmutativos [7, 8]— se logra que las dos columnas exteriores de la
tabla 2.15 sean la imagen especular de las dos filas exteriores: en el puesto
1 de la columna no esta siempre el mismo conectivo que esta en el puesto
1 de la fila, sino el que se obtiene de él por reflexién en el eje vertical. Al
inclinar luego la tabla, esa propiedad se extiende a todo el contenido y la
tabla interior 16 x 16 es tresimétrica respecto a la reflexion en el eje vertical.
En la tabla 2.16 (pdgina 36) se tiene Gy = 0, Gy = Zo, G3 = Zo.

De nuevo, salvo el orden de los conectivos, esta tabla 2.16 es la misma
tabla 3 (pagina 5) dada por Peirce para sintetizar sus resultados en la biis-
queda de tautologias de la quinta forma. A la asombrosa tabla de Peirce esta
ligada una historia casi simbdlica: en Collected Papers [15] no aparece, pero
se la confunde con la tabla 2.12 (pagina 30); estuvo perdida durante muchos
anos en el inmenso legado manuscrito de Peirce; fue reubicada y comprendida
apenas en las ultimas décadas del siglo XX [2].

La tabla 2.16 contiene varias subtablas cuadradas simétricas. Por ejemplo
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X X=X XX K R

X
XX

K XX

o X

X
X

X

X

X

X

X

X
XS
Xs 2
X

X

X

X

X

X

X

Tabla 2.16: Forma (x # y) © [(y & z) O (z O z)] (Tabla inclinada).

si las filas y columnas se agrupan como sigue:
2—-3-4-5
6—-7—10—11
12—-13—-14-15
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entonces aparecen nueve bloques 4 x 4: el cruce de las filas 2 — 5 con las
columnas 12 — 15, el cruce de las filas 6 - 7 - 10 - 11 con las columnas 2 — 5,
etcétera. Todos estos bloques son tresimétricos respecto a la rotacién en 180
grados mientras los bloques sobre el eje vertical son, ademas, tresimétricos
respecto a la reflexion en los ejes. Es decir, se distinguen por lo menos seis
subtablas 4 x 4 con G3 = Zy y tres con Gz = V.

La tabla 2.16 —sin inclinar— se obtuvo de la 2.15 reflejando en el eje
vertical los conectivos de las columnas exteriores y alterando asi el orden de
las filas. Puede verificarse que al realizar el mismo experimento con todos los
movimientos rigidos, solo en cuatro casos se obtiene una tabla con dosimetria
no trivial. En dos casos la reflexién de la tabla en la diagonal principal
corresponde a la reflexién de los conectivos en el eje vertical mientras en los
otros dos corresponde a la reflexién de los conectivos en el eje horizontal. Por
lo tanto, con este método solo pueden obtenerse dos tablas con tresimetria
no trivial: una es la tabla 2.16 —debida a Peirce—, la otra es la tabla 2.17
(pagina 38). En la tabla 2.17, en el puesto i de la columna exterior esta el
conectivo que se obtiene por rotacion en 90 grados del que esta en el puesto ¢
de la correspondiente fila. De nuevo G1 = 0, Gy = Zo, G3 = Z» y esta tabla

tiene las mismas subtablas simétricas 4 x 4 indicadas en la tabla 2.16.
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X RN RO X&@%X XX XM X
MR MR M MR R RN X R

SXRAK X KX X
X

Tabla 2.17: Forma (z # y) © [(y & z) O (z O z)] (Otra tabla inclinada).



Capitulo 3

Tablas con la notacion de

Zellweger

Durante las tltimas décadas del siglo XX, el investigador norteamericano
Shea Zellweger desarrollé una notacién para los conectivos binarios [1, 19].
El mismo indica que su trabajo es “una continuacién directa de lo que se
encuentra en Peirce”, pero introduce varios cambios pequenos que conducen
a una notacién que, ademas de compartir el caracter icénico de la notacion
debida a Peirce, presenta algunas ventajas sobre ésta como el hecho de que
la mayoria de los signos empleados son letras del alfabeto comun y las demés
son variantes de ellas.

La idea fundamental de la notacién de Zellweger es la siguiente: los cuatro
vértices de un cuadrado pueden marcarse con un punto grueso que indica
que se asigna V' a la correspondiente combinacion de valores de verdad. La

convencién adoptada es la siguiente.

v VvV

FF VF

39
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En cada caso, los vértices marcados sugieren ‘ramas’ del simbolo. La

tabla 3.1 muestra los conectivos con sus signos respectivos.

1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
vvi¢* F F F V V V VFFF F VVV V
V¥|/F F F V F V F F V V F V F V V V
FVF F VF F F VFVFV VVFEFV V
FFIF VF FF FFVFVV VVVF V

O gvgo dveaongd Jpang o

o pbgd cuszno> hpdy x

Tabla 3.1: Notacion de Zellweger para los conectivos binarios.

Por su construccién a partir de un cuadrado, sobre este conjunto de signos
también actia de manera natural el grupo diédrico D, pero esta acciéon no
coincide con la accién natural sobre la notacién de Peirce. Por ejemplo el
signo Xl representa el mismo conectivo que el signo C; la reflexién en el
eje vertical de X es X que corresponde a U mientras la reflexion en el eje

vertical de € es D que corresponde a X. Este hecho hace que si las tablas

Tabla 3.2: Clasificacién de los conectivos segin x O x.
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de la seccién 2 se miran con la notacion de Zellweger entonces, aunque la
unosimetria y dosimetria se conservan, la tresimetria con seguridad cambia.
Con el fin de profundizar en las simetrias presentadas por Peirce, en este
apartado se repasaran sus tablas con la notacién nueva.

La tabla 3.2 (pagina 40) corresponde a la tabla 2.2 (pdgina 21) y resume
el estudio de la forma z O x. Como alli, G3 = 0.

La tabla 3.3 es una distribucién de los signos por ‘niveles’, casi igual a la
tabla 2.4 (pagina 23), en la cual de nuevo la reflexién de la tabla en el eje
vertical corresponde al mismo movimiento rigido de los conectivos: G3 = Zs.
No es posible distribuir estos signos de manera similar en una tabla horizontal

(0) con tresimetria no trivial.

Tabla 3.3: Clasificacién de los conectivos (Tabla por niveles).

La tabla correspondiente al estudio de la forma z ¢ (z O z) es la misma
tabla 2.5 (pagina 24) y no vale la pena repetirla.

La tabla 3.4 (pagina 42) es la tabla dosimétrica que surge en el estudio
de la forma (z ¢ x) O (z © x) (tabla 2.7, pagina 26), con la notacién de
Zellweger. La reflexion de esta tabla en la diagonal principal corresponde a
la reflexion de los conectivos en la segunda diagonal y viceversa —luego no se
gana tresimetria al inclinarla como se hizo en el apartado 2.3—; la reflexion
de la tabla en el eje vertical corresponde a la reflexion de los conectivos en el

eje horizontal y viceversa; la rotacion de la tabla en 90 grados corresponde
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Q
N & W S
N|d c ¢ q
O ElU § Z n
Wliu z s n
Slb > > p
Tabla 3.4: Tautologias de la forma (z ¢ x) O (z © z).

a la misma rotacion de los conectivos en sentido contrario. Asi, G; = 0,
Gy = Dy, G3 = Z4: obsérvese que, en este caso, se ha ganado un poco de
tresimetria con el cambio de notacién.

Al rotar esta tabla 3.4 en 90 grados —o, lo que es lo mismo, reflejarla en
la diagonal principal y luego en el eje horizontal— se obtiene la tabla 3.5 que

es tresimétrica en el sentido de que G5 = Djy.

%
N & W S
S qn n p
Q@ wlc z § O
Elc s z >
Niduub
Tabla 3.5: Forma (z ¢ z) O (x © z) (Tabla tresimétrica).

Al traducir a la notacién de Zellweger la tabla 2.12 (pagina 30) correspon-
diente a la forma (z ¢ y) O (z © y), se obtiene la tabla 3.6 (pagina 43). De
nuevo, las dosimetrias de esta tabla coinciden con las de la tabla 3.4 y aqui
también se tiene Gy = 0, Gy = D4, G35 = Z, ganando un poco de simetria
sobre la tabla 2.12. Al igual que en la forma anterior, basta rotar 90 grados

la tabla 3.6 para obtener la tresimetria G3 = Dy, es la tabla 3.7 (pagina 44).
En el estudio de la forma (x & y) © [(y & 2) O (z O z)], la tabla para
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3 3 3333333333330 |0
O O N L2222 ITJT 2T 2T TTTYWwW TJ3uU|0
O 222N ITTTT 222229»w T T Vvl
N _C 22 C X X N®»W X XT IJJ T v v g

<
X £ 2T U JIJN®»w cn O 0 OO0 O
N C CcC CcCwmOWTTT C CC NTTT V| DT
N _C C w»wW CcT LT T LCTNT™T U
N _C »wW C C CT LT CTTTNT VD
N »w Cc C CcCCc T CTCTTTTNUOULC
Q C CCCCCCCCCcCccc c c U(X

Q0

O N L2222 I3 T TTw uo
N 22O N QLI 222 T 2LITYWw I3 U0
N 22D C C N X X X X owoT™T™ IJJJuUu|n
N 2O C D C X N X X o XT™ T TTuv | C
N 2 C € 2O X X ?»® N X X T T T I u|N
N _C 2. C O X »®» X X N X JJT oot v|3
N _C C 2D22O®»® X X X X N IJTITTT T v (v

Tabla 3.6: Tautologfas de la forma (z ¢ y) O ( ).

8
3
<

los conectivos #, &, O (tabla 2.15) no es dosimérica respecto a movimiento
rigido alguno, Gy = 0, y eso no se altera al cambiar la notacién luego no vale

la pena repetir aqui dicha tabla.

Al variar el orden de las filas de la tabla 2.15 (pdgina 34) con la no-
tacion de Zellweger, realizando todos los movimientos rigidos posibles sobre
los conectivos en las columnas exteriores, de nuevo se obtienen solo cuatro
tablas con dosimetria no trivial. Ahora en dos casos la reflexién de la tabla
en la diagonal principal corresponde a la reflexion de los conectivos en la

misma diagonal mientras en los otros dos corresponde a la reflexion de los
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O T O aoanNn c »w NI vuITT Lo X
D wW I OO JTCT JTJCTTT T T N CO
3 TV T OO JTJTJT JJOTT™T NT Cc| T
3 3 JW IJJ;JT JJT T JTJCb)T N T T Cc |0
3 I JJ VW TTT IJTJ I INTTT T Cc | Q
3 3 33400 X X X X NLc cocT™T C n
J 3323 A X ®» X X N X T CT C | C
DA TTITTAX X O N X X cTTLC ||
J T3 X X N»wW X XTTc T CN
D 2L J LT3 X N X X o XTcT..L C | o
2 2 T3 I N X X X X o TT C.C C|u
J 222N Lo o C 2222w o c c T
J3 22O N 2OLC 22 Cc Cc 2 Cc »w c Cc T
53 AN L2222 Cc O C 2 C . Cc Cc w»w Cc

S

T VU U VU VU VU VU U VU VU VUV UV VU U DO

JOJNDQXLD2XD22D22O22$TCc 2O cCc c Cc Cc Cc o CC
0O O 0 0 060 N0 0 0 0 0 0 00 N0 N0 QX

Tabla 3.7: Forma (z ¢ y) O (z O y) (Tabla tresimétrica).

conectivos en la segunda diagonal. Asi pues, con este método sélo pueden
obtenerse dos tablas con tresimetria no trivial, ambas horizontales y en am-
bas G1 = 0, Gy = Zs, G35 = Zs. En la tabla 3.8 (pagina 45), las columnas
exteriores se obtienen de las filas correspondientes por rotacion de 90 grados
de cada conectivo; en la tabla 3.9 (pagina 46), por reflexién en la diagonal
principal. A pesar de la ‘isomorfia’ aparente, el orden de las filas no es el

mismo que en las tablas 2.16 y 2.17.
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X OO0 O OO OO O OOO0OOO0OO0OOo0OOo0OoOo
o0 Cc 00 cCc ccCc OQUD0D OO0 O0 0T o
T 0 J 00 3 3 JOQOOT QO o0 o0 o00TmwWO
2 0|Cc CcCc Q0O UDOU0DOO0OC aoaooOoo
L T3 3 3OO0 00 TOAO I OT O OO0
N UIX X X N v Ovu N N X N0 v O 0O
c J3]3 3 33 33O O Q3 QO U0O00T o
N o|X T3 LT Cuvu »no NN I3 QO QU O
»w N X T 2233 UN®WOHNOCO D QOQTO
J CcjlcCcCcCcCcCc0OCcaoac Q00 o
U NIX O U X X X uDHh O OO0 0N uvu o
VT LI X LT X X XvLTOC OUODN U O
O X 22T X X X v 23T 0N 300 55 v O
0O T X X X T CcCouT LN X nH v OO
Q )X X X 233 J u TN X 0 v QT O
O XX X X X X X u X X N0 X 0 uvu o6 v O
O X 23 L£LT C v o NO 33 00 Q UTO
0 00 UQOT O I NN®WUCT.LC I X

Tabla 3.8: Forma (z # y) Q [(y & 2) O (z O z)] (Primera tabla tresimétrica).
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X OO0 O OO OO O OOO0OOO0OO0OOo0OO0OoOo
> 0ccc Q0D OUDU0D QOO0 CcCc Q0D O 0 O
T 0 3 3 300 00T OO 30T O OO
2 0|Cc Q0 ccc0OQU0D QOO0 O0 0 aaUToOo
£ 0|53 00 3 3 3000000 00T O
N VX O U X X X uvuDH v OO0 0N v O
c J3]3 3 333 33O O3 Q3 Q00 1T o
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»mn N X DT T Cuvu o NN 3J OO0 QU O
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VU NIX X X N vu O VvVu N N X n vu O 0O
VL] X X X LT CouvTLC N X 0N vu QO OO
O X X X 33 uIJJ22n X 0o u QT O
O T X LT X X XvuvLTOOCOUODON VO
Q )X 2T X X X v 23T 0 3OO0 N v O
O XX X X X X X u X X N0 X 0 uvu o6 v O
OO0 |IXL£LT™ 22X UN®WOCOUDOTO
0 000 OO0 ac N »n Nu IJ IJ2T.L X

Tabla 3.9: Forma (z # y) O [(y & 2) O (z O z)] (Segunda tabla tresimétrica).



Conclusiones

El estudio presentado en esta monografia puede conducir a diversas reflexio-

nes, algunas de las cuales se indican a continuacion.

e El desarrollo del trabajo enfatiza un mensaje implicito en la teoria de los
signos formulada por Peirce: la eleccion de una notacion es relevante,
mas aun, puede jugar un papel decisivo en el trabajo en cuestion. Por
ejemplo con la notacién usual de los conectivos, las tablas de Peirce ni
siquiera podrian escribirse por falta de signos; con la notacién empleada
por los editores de Collected Papers [15], las simetrias observadas en
ellas se pierden del todo. La relevancia de la notacién, ya subrayada
antes por Leibniz (véase por ejemplo [11]), por desgracia se pasa por

alto muchas veces en matematicas y en logica

e En una tabla tresimétrica, la simetria local de las componentes armo-
niza con la simetria global de la tabla y a veces, incluso, la determina.
Por ejemplo en algunas tablas con la notacion de Peirce, la tresimetria
solo se logra inclinando la tabla; en la misma tabla con la notacién de
Zellweger, la tresimetria solo se logra con la tabla horizontal. Esta in-
teraccion mutua entre lo local y lo global quizas puede —debe— verse

como otra aparicién del continuo de Peirce [18].

e Al final de su tesis sobre los graficos existenciales de Peirce, Jay Ze-

¢

man escribio: “...es otro tributo al poder de los graficos y al ingenio

47
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del hombre que pensé por primera vez en ellos” [20]. En todos los tra-
bajos alrededor del legado de Charles S. Peirce vuelven a encontrarse
la agudeza y la versatilidad de su mente privilegiada. En este caso,
no solo el diseno de la notacién y el planteamiento de la busqueda de
tautologias —y su solucién— son geniales, también lo es el hecho de
que para presentar sus resultados Peirce siempre escogié con exactitud

la manera més (tre)simétrica y sencilla.
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