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RESUMEN. Esta es una presentacién del notable articulo On the Logic
of Number, publicado por Charles S. Peirce en 1881 y traducido re-
cientemente al espanol.

PALABRAS CLAVE. C. S. Peirce; axiomatizacion de los nameros natu-

rales; aritmética; conjunto ordenado; conjunto finito.

1 Introduccion

En el folclor matematico se acepta de manera generalizada —y un poco
simplista— que la axiomatizacion de los niimeros naturales se debe a Giu-
seppe Peano en su trabajo de 1889, Arithmetices Principia Nova Methodo FEx-

posita — esto es, Principios de la Aritmética expuestos mediante un Método
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Nuevo. Los méritos de este texto son indiscutibles y su influencia en ciertos
desarrollos de la logica, inmensa. Pero la axiomatizacién de la aritmética en
si era un problema que estaba en el ambiente y que dio lugar a “numerosos
y excelentes tratados de la literatura matematica”. Peano mismo indica que
para ¢l fue muy Ttil el escrito de Richard Dedekind, Was Sind und Was
Sollen die Zahlen? —;Qué son y para qué sirven los Numeros?— publi-
cado en 1888. Tampoco pueden pasarse por alto los trabajos de Gottlob
Frege en esta direccién, realizados tres o cuatro anos antes. Y ocho anos
antes del escrito de Peano, en 1881, C. S. Peirce publicé en Norteamérica el
breve articulo On the Logic of Number —Sobre la Logica del Numero—, que
contiene una axiomatizaciéon original de la aritmética.

Charles Sanders Peirce —cientifico, matematico, logico y filésofo, entre
otros—, es considerado uno de los intelectuales més originales y versatiles
de América, equiparable a nivel universal solo con Aristoteles y Leibniz. La
historia de su trabajo, de su olvido y de la recuperacion de su legado ya se ha
contado en varias ocasiones anteriores (véase por ejemplo [5, 9, 16, 25, 26]).
Aunque en las tultimas décadas sus aportes han sido reconocidos y estudia-
dos de manera creciente por filésofos, semidlogos, lingiiistas y pedagogos,
los légicos y matematicos permanecen aun ignorantes e indiferentes a los
tesoros que pueden hallarse en su legado. Pues el contenido auténticamente
matematico en el trabajo de Peirce no es despreciable [6, 8, 23, 24]. En
particular, sobre la axiomatizacién de la aritmética por Peirce se conoce solo
un trabajo anterior [21, 22] aunque ahora se ha elaborado uno en espafol
2] y el articulo On the Logic of Number aparece traducido al espanol —por
primera vez— en este numero del Boletin de Matemadticas.

Benjamin Peirce, el padre de Charles, fue uno de los més eminentes
matematicos —y maestros de mateméatica— norteamericanos del siglo XIX.
Su texto mas destacado se titula Linear Associative Algebra —Algebm Li-
neal Asociativa—, fue publicado por primera vez en 1870 y entre sus primeras

frases contiene la famosa definicion:



La matemaética es la ciencia que obtiene conclusiones necesarias.

Después del fallecimiento de Benjamin, ocurrido en 1880, Charles prepar6
una reedicion de este libro para ser publicada en la revista American Jour-
nal of Mathematics. Aparentemente como un homenaje péstumo a su muy
apreciado padre escribié el articulo On the Logic of Number, que aparece
publicado inmediatamente antes de Linear Associative Algebra y cuya tesis
central es que la aritmética consiste en conclusiones necesarias. En efecto,

en la introduccion indica:

El objetivo de éste articulo es mostrar que ellas [las proposiciones
elementales concernientes al niimero| son consecuencias estricta-

mente silogisticas de unas pocas proposiciones primarias.

2 Una lectura

En esta seccion se presenta de manera sucinta el contenido del articulo On
the Logic of Number, traduciéndolo al lenguaje matemético actual (véase
también [17]). Aqui las palabras destacadas corresponden a la terminologia

empleada por el autor.

Terminologia

Un sistema de cantidad es un conjunto ordenado, esto es, dotado de una
relacién binaria transitiva, reflexiva y antisimétrica [15]. Parece que esta es
la primera ocasién en la literatura matematica en la que estas propiedades
aparecen juntas: la definicién tan usual de conjunto ordenado se debe a
Charles S. Peirce. Un sistema de cantidad es simple si es lineal o total; un
sistema de cantidad simple es discreto si cada elemento no minimal tiene
antecesor inmediato; un sistema de cantidad simple discreto es limitado si
tiene elementos minimo y maximo, semi-limitado si solo tiene minimo e ilimi-

tado si no tiene minimo ni maximo. Un sistema de cantidad simple discreto



semi-limitado es infinito si es inductivo: del hecho de que cierta proposicion,
si es valida para el antecesor inmediato de un elemento también lo es para el
mismo elemento, puede inferirse que la proposicion, si es valida para algiun

elemento entonces también lo es para todos sus sucesores.

Los numeros naturales

Los numeros ordinarios constituyen un sistema de cantidad simple, discreto,
semi-limitado e infinito. De esta manera, Peirce axiomatiza los nimeros
naturales como un conjunto! N dotado de una relacién binaria R que satisface

las condiciones siguientes.
a) R es un orden lineal en N
b) N posee elemento minimo y no posee elemento maximo
c) Todo elemento de N distinto del minimo posee antecesor inmediato
d) Si un subconjunto S C N satisface:

para cada n € N, si S contiene el antecesor inmediato de n en-

tonces contiene a n
entonces S satisface:

si S contiene un elemento k£ entonces contiene todos los sucesores

de k

El niimero minimo es uno, 1. Las relaciones ternarias de adicién y mul-
tiplicacion se definen como sigue —de nuevo, parece que esta es la primera

ocasiéon en la que aparecen definiciones recursivas en matematicas—:

'Por supuesto, Peirce no emplea la terminologia actual de conjuntos, elementos, con-

tenencia, etc.



1 4 y = siguiente®de y ly=y
A+z)+y=1+(z+y) (1 +z)y =y+ay.

A continuacion se demuestra “una seleccién de proposiciones” acerca de
los nimeros. Las pruebas presentadas por Peirce se realizan todas por in-

duccién, como se dice ahora.
1. Ley asociativa de la adicion (x4 y)+z=z+ (y+ 2)
2. Ley conmutativa de la adicion x+y =y +x
3. Ley distributiva, primera cldusula (z +y)z = 22z + yz
4. Ley distributiva, segunda clausula z(y + z) = zy + zz
5. Ley asociativa de la multiplicacién (xy)z = x(yz)

6. Ley conmutativa de la multiplicacion zy = yx

Los niimeros enteros

Ahora se estudia un sistema de cantidad simple, discreto, ilimitado e infinito
en ambas direcciones. No hay minimo pero cierta cantidad se denomina uno,
1. Los nimeros mayores o iguales que 1 satisfacen los axiomas de los niimeros
naturales luego admiten las operaciones con sus propiedades demostradas.
Para extender cualquiera de estas relaciones a todos los niimeros enteros
basta probar que si es valida para un niimero, también lo es para su antecesor
inmediato. De esta manera, Peirce axiomatiza los niimeros enteros como un
conjunto Z dotado de una relacién binaria R que satisface las condiciones

siguientes.

2 Aunque Peirce no lo indica, de los axiomas se deriva con facilidad que cada elemento

tiene sucesor inmediato.



a) R es un orden lineal en Z

b) Z no posee elemento minimo ni elemento maximo
c¢) Todo elemento de Z posee antecesor inmediato
d) Si un subconjunto S C Z satisface:

para cada m € Z, S contiene a m si y solo si contiene el antecesor

inmediato de m
entonces S = Z.

La prueba de que las propiedades de las operaciones vélidas para los
nimeros naturales se extienden de manera inmediata a los enteros se simpli-

fica en virtud del hecho siguiente.
7. Ley cancelativa de la adicion x4+ y = x + 2z implica y = 2

El antecesor inmediato de 1 se llama cero, 0. A continuacién Peirce

demuestra estas propiedades adicionales.
8. z2+0=x
9. 20=0
10. Todo elemento x mayor que 0 tiene un negativo —z tal que z+(—x) =0
1. (—z)y = —(zy)

12. z = —(—x)

Los nimeros naturales como ordinales y cardinales

Una relacién de correspondencia simple es una funcién inyectiva. Una cuenta
de un conjunto S es una funcién inyectiva ¢ de S en N tal que si n < ¢(s)

para algin elemento s € S entonces existe s’ € S tal que n = ¢(s’) — en
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otras palabras, es una funcion biyectiva de S en un segmento inicial de los
nimeros naturales. El numero de la cuenta es el elemento maximo de su
imagen ¢(S), cuando existe.

Un conjunto tiene muchas cuentas que, en principio, podrian tener dis-
tintos numeros. Peirce demuestra que esto no sucede, mediante las afirma-
ciones siguientes® cuya prueba vale la pena mirar en detalle. En esencia se
esta probando que un sistema de cantidad simple, discreto y limitado esta

determinado de manera tnica por su cardinal.

Lema. §i el numero de alguna cuenta del segmento inicial de nimeros natu-

rales [1,z] es y entonces el nimero de alguna cuenta de [1,y] es x.
Demostracion. La definicién de cuenta puede desglosarse como sigue.
1) Sin < x entonces existe ¢(n)
2) Sim < ¢(n) para algin n < x entonces m = ¢(n') para algin n’ <z
3) y =c(n) para algin n < z
4) Sip < ¢(n) para algin n < x entonces p # y

No es dificil verificar que la funcién c;, inversa de ¢, tiene las mismas cuatro

propiedades y que, por tanto, es una cuenta. ]

Teorema. FEl numero de cualquier cuenta del segmento inicial de niumeros

naturales [1,x] es x.

Demostracion por induccion. Para x = 1, el enunciado se sigue de las defini-
ciones. Supdéngase —hipdtesis de induccién— que el nimero de cualquier
cuenta de [1,n] es n. Si el ndmero de alguna cuenta de [1,n + 1] es 1, por
el lema el nimero de alguna cuenta de [1,1] es n + 1 lo cual contradice el

caso x = 1 ya visto. Luego el nimero de cualquier cuenta de [1,n + 1] es

3 Aunque él no las enuncia ni las destaca como se acostumbra ahora.



mayor que 1, sea m + 1 el nimero de alguna de estas cuentas. A partir de la
correspondencia biyectiva entre [1,n + 1] y [1,m + 1] puede elaborarse una
entre [1,n] y [1,m], de donde m es el niimero de alguna cuenta de [1,n]. Por
hipétesis de induccion m = n, luego también m + 1 = n + 1. Asi el nimero

de cualquier cuenta de [1,n 4 1] es n + 1. O

En palabras de Peirce, el nimero de niimeros menores o iguales que x es
x. Este hecho tiene consecuencias profundas. En primer lugar, el ntimero
de cualquier cuenta de un conjunto es siempre el mismo y no depende de
la cuenta. En segundo lugar, si un conjunto S tiene un ntmero natural
por cuenta entonces no esta en correspondencia biyectiva con ningin sub-
conjunto propio. Es decir, si S es finito (estd en correspondencia con un
segmento inicial propio de nimeros naturales) entonces es Dedekind-finito
(no es equipotente a ningtin subconjunto propio)?. En los parrafos postreros
de su articulo, Peirce expresa esta propiedad como sigue: Si todo S es un P
y si los P son una agrupacion finita con un ntimero que no supera al de los

S, entonces todo P es un S.

3 Problemas

En esta ultima seccion se indican algunos problemas abiertos relacionados

con el articulo On the Logic of Number.

1. Segun Paul Shields [22] en los escritos de Charles S. Peirce —muchos de
ellos atin inéditos— aparecen otras axiomatizaciones de la aritmética.
Seria muy valioso rastrear todos los sistemas axiomaticos peirceanos
para los nimeros naturales y compararlos de alguna manera con el

trabajo publicado en 1881.

4M4s de 40 anos después Tarski mostré que para la prueba del enunciado reciproco se

requiere el axioma de eleccion.



2. Si bien la axiomatizacién de la aritmética es diferente en los trabajos
de Peirce y de Peano, la definicién de las operaciones y la prueba de
sus propiedades es casi idéntica. Es inadmisible pensar que Peano haya
tomado las ideas de Peirce —en ese caso con seguridad lo habria in-
dicado en sus referencias— pero si existe la posibilidad de que ambos
se hayan inspirado en un mismo trabajo, quizas de uso corriente en la

época.

Peano menciona entre sus fuentes el texto de Grassmann [7], asi que
valdria la pena mirar qué contiene este libro sobre la definicion de las

operaciones aritméticas y sobre sus propiedades.

3. No es dificil probar, de manera formal, que las axiomatizaciones presen-
tadas por Peirce y Peano son equivalentes [2, 21]. Sin embargo, desde
un punto de vista conceptual puede argiiirse que las presentaciones
tienen diferencias intrinsecas: en un caso se trata de un conjunto con
una relacién binaria y en el otro de un conjunto con una endofuncién y
un elemento distinguido. ;Cémo decidir si esta diferencia es esencial?
Para empezar, es preciso ubicar el problema en un contexto diferente

al de la logica y la teoria de conjuntos clésicas.

Una metodologia que ha dado excelentes resultados en problemas simi-
lares consiste en emplear el lenguaje de la teoria de categorias [1, 4, 11,
13, 14]. Basta expresar las dos construcciones en términos categdricos
y luego recorrer el espectro de las categorias en busca de un contexto en
el cual las estructuras no sean isomorfas. La traduccién de los axiomas
de Peano al lenguaje categorico fue realizada de manera magistral por
William Lawvere [2, 12] y el resultado se conoce —y se emplea— con

el nombre de objeto niumeros naturales [4, 10, 14].

El problema abierto que se plantea consiste en traducir la axiomati-

zacion de Peirce al lenguaje de la teoria de categorias.
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